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PRESENTACION

Para aquellos que no conocen las matematicas, es dificil
sentir la belleza de la naturaleza. Si quieres apreciarla,
es necesario aprender el lenguaje en el que habla.

RICHARD FEYNMAN

En diferentes escenarios cotidianos se encuentra inmerso el maravilloso mundo de
los nimeros reales, con los cuales es posible entender, codificar, traducir e interpretar
diversas situaciones. Este conjunto numérico es la base imprescindible en el estudio
del calculo, el algebra, la probabilidad, la estadistica y cualquier otra disciplina que
indirectamente los requiera para su comprension.

El autor de esta obra muestra y ejemplifica multiples aplicaciones de los nimeros rea-
les en la ingenieria, disciplina en la cual son necesarios los fundamentos matematicos
para la solucion de situaciones concretas, sin que esto conlleve dejar de lado el rigor
y la estructura apropiada para el procesamiento de la informacién en cada uno de los
sistemas numéricos abordados.

Se trata de un texto, cuyo propdsito es generar bases solidas para estudios posteriores
del calculo y el algebra. Por ello, se ha buscado articular coherente y secuencialmente
las aplicaciones asociadas a las distintas ramas de la ingenieria. Para ello, en algunos
casos, el autor parte de situaciones especificas para motivar la introducciéon de varios
conceptos, mientas que, en otros, aplica determinado objeto matematico en diversos
contextos. Esto permite que, a partir situaciones concretas, el estudiante dé significado
a los conceptos trabajados.

Asi, se presenta un panorama amplio acerca de los numeros reales, retomando expe-
riencias e interacciones con procesos numéricos desde escenarios escolares, en donde
los naturales fueron los protagonistas de historias, planteamientos y lenguajes para la
solucion de diferentes situaciones problema. Claro esta que no se hace hincapié en
la demostracion de las proposiciones, axiomas o teoremas, ni se les asigna un lugar
predominante en el desarrollo del libro, pues lo que se pretende es dotar al estudiante
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con las herramientas necesarias para comprender cada una de las construcciones de
los conjuntos numéricos, asi como sus propiedades y caracteristicas, basandose para
ello en la historia de la matematica como recurso didactico.

El niimero real se aborda en esta obra desde dos perspectivas fundamentales: lo infini-
to contable y lo infinito no numerable, factores de gran importancia para la compren-
sion del conjunto de los nimeros reales. Asimismo, se presentan varias definiciones y
ejemplos que ayudaran al estudiante a asociar cada concepto con su aplicabilidad en
multiples contextos y se explica como utilizar el sofiware en linea WolframAlpha para
realizar algunos calculos como apoyo a los procesos desarrollados en el libro.

Por todo lo anterior, este libro contiene los factores requeridos para dotar de signifi-
cado al niimero real, sin olvidar las aplicaciones y usos que se les puede dar en las
distintas ramas de la ingenieria, en diversos contextos y escenarios en los que el futuro
profesional tendra que interactuar.

LILIANA PAOLA CRUZ BECERRA
Docente de la Corporacion Universitaria Minuto de Dios - UNIMINUTO
Sede Cundinamarca, Centro Regional Madrid
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INTRODUCCION

Existen diversos métodos para introducir al conjunto de los nimeros reales. En algu-
nos de ellos, los nimeros reales se construyen a partir de un conjunto de axiomas, con
base en los cuales se elabora toda una teoria. En otros, el principio fundamental parte
del hecho de que el conjunto de los numeros reales es la union de dos conjuntos infi-
nitos, como el de los nimeros racionales y el de los numeros irracionales. A su vez, se
da por hecho que el conjunto de los nimeros racionales esta determinado por la unién
de numeros enteros y las fracciones.

En este libro se ha buscado llevar a cabo la construccion de los nimeros reales a
partir de un contexto histérico que haga evidentes los procesos de transformacion e
ideas que surgieron para concebir la nocién de un conjunto infinito no numerable. La
construccion de los niimeros reales a partir de los nimeros naturales fue una tarea de-
sarrollada por varios matematicos a lo largo de la historia y que, sin duda, constituye
un método constructivo, practico y dindmico para dotar de significado al nimero real,
necesario para la resolucion de multiples problemas.

Los numeros reales son el pilar de la fundamentacion matematica requerida para el
estudio del célculo, el algebra, la estadistica y la probabilidad, entre otras. Es impor-
tante recordar que el calculo, por ejemplo, tiene profundas raices en problemas fisicos
y que gran parte de su potencia y belleza derivan de la concepcion de diferencias muy
pequeiias entre dos cantidades, niimero reales tan cercanos a otro como se deseen.

El libro Numeros reales para ingenieria es una combinacion entre un desarrollo his-
torico, tedrico y practico, en un intento por establecer un equilibrio entre las tres
tendencias. Se hace uso de la historia y los principios que permitieron al matematico
establecer en algiin momento el rigor necesario para que los nimeros reales constitu-
yeran una teoria libre de contradiccion y que fuese consistente.

Se realizan pocas demostraciones, aunque se considera la prueba de la irracionalidad
de V2 como parte esencial en el desarrollo del capitulo 2, concerniente a los niimeros
irracionales, con el propodsito de brindar al estudiante herramientas que le permitan
deducir la importancia de una prueba en matematicas. Con frecuencia, las definicio-
nes y proposiciones se generan de manera natural apelando a la intuicion. Aunque
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estas discusiones puedan ser suficientes para el estudiante, se deja el camino abierto
para llevar a cabo de forma auténoma otras consultas que le permitan profundizar en
los temas abordados.

La disposicion de los dos capitulos del libro ha sido sugerida por del desarrollo his-
torico que fundamenta la teoria matematica expuesta. Por ejemplo, se estudian los
numeros racionales antes que los irracionales porque se requieren para la construccion
del nimero irracional concebida por Dedekind. Ademas, es el mejor camino para
comprender la conexion entre el niimero real y los nimeros racionales e irracionales.

Por otra parte, el libro hace evidente la necesidad de fundamentar las matematicas
a partir de los nimeros naturales y las razones que llevaron a aritmetizar el analisis.
Por tal motivo se parte el estudio riguroso de los nimeros naturales, para luego cons-
truir el conjunto de los numeros enteros y, partiendo de las nociones de la teoria de
conjuntos, se da paso a la construccion de los numeros racionales, la cual funciona a
su vez como pilar para definir el conjunto de los numeros reales. De esta manera, se
construyen las bases necesarias para que la transicion de los numeros racionales a los
irracionales se realice de la forma mas natural posible.

Se han afiadido aplicaciones en las que se utiliza el software WolframAlpha, que per-
mite hacer algunos calculos con nimeros reales grandes, simplificando en gran me-
dida los procesos. Los recursos de programa computacional se hacen evidentes a lo
largo del libro, en particular en el desarrollo del capitulo 1.
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RESUMEN

El libro Numeros reales para ingenieria, producto de la investigacion en el contex-
to educativo, se orienta al desarrollo de competencias matematicas referentes a la
comprension y dotacion de sentido del nimero real en los estudiantes de ingenieria,
mediante la construccion de los nimeros reales a partir del conjunto de los nimeros
naturales y del uso extensivo de algunos conceptos de la teoria de conjuntos.

En este libro se utiliza a la historia de la matematica como recurso didactico, para
motivar el estudio de los origenes y significados de diversos conceptos que, a través
del tiempo, aportaron al estudio y desarrollo de lo que actualmente se conoce como el
conjunto de los niimeros reales.

Con ello, se espera contribuir a que los estudiantes, apoyados en el uso de herramien-
tas tecnologicas como WolframAlpha, logren dar significado al concepto de numero
real y, de este modo, comprendan las diversas aplicaciones de este concepto en la
ingenieria.

Palabras clave: nimeros reales, competencias matematicas, ingenieria, historia de
las matematicas.
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CAPITULO 1.

EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS
RACIONALES

El conjunto de los nimeros racionales comprende todos aquellos cocientes entre dos
numeros enteros siempre que el divisor sea distinto de cero. Se distinguen en particu-
lar algunas representaciones familiares para el estudiante: la fraccionaria y la decimal,
cada una de las cuales representa una magnitud y da sentido a un problema especifico.
Los nimeros racionales son de uso obligatorio en la ingenieria, puesto que al medir,
relacionar y asociar cantidades conmensurables (se pueden disponer en razén a una
unidad de medida especifica) permiten la solucion de multiples situaciones. Por con-
siguiente, estos nimeros constituyen un instrumento indispensable en la formacion
profesional del futuro ingeniero.

A continuacion, se construyen los conjuntos de los niimeros enteros y numeros ra-
cionales a partir de los nimeros naturales, en un esfuerzo por fundamentar las mate-
maticas sustrayendo los objetos matematicos de una existencia geométrica intuitiva
y confiriendo un significado a cada uno de estos objetos. Para ello, se utilizan las
herramientas que brinda la historia de las matematicas y, dentro de ella, en particular,
la evolucion histérica del concepto de niimero y la teoria de conjuntos.

El origen del nUmero y los sistemas de numeracion

Para los humanos primitivos, la necesidad de contar aparecié de manera natural, como
parte de sus diversos intentos por sobrevivir [1]. La cantidad de animales que eran
cazados para su consumo, el nimero de bestias dispuestas en rebafios, las plantas em-
pleadas a diario en distintas tareas y para la alimentacion, asi como la comparacion de
distintas cantidades, formas y tamafios, muestran como el concepto de niimero hace
parte de la historia de la humanidad.
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Uno de los problemas iniciales en los procesos de conteo en la vida diaria del ser
humano primitivo probablemente estaba asociado a la forma de recolectar la infor-
macioén. De ello dan cuenta distintos restos arqueoldgicos en los que se han encon-
trado formas diversas que se utilizaban para contar; por ejemplo, muescas de huesos
agrupadas de cinco en cinco, 0 agrupaciones de semillas, palos o piedras de distintos
tamafios. Incluso, se usaban los dedos de las manos y los pies para contar, razéon por
la cual abundan los sistemas de numeracion en base diez.

Desde un principio, se crearon diversas concepciones sobre el numero, fundamen-
talmente orientadas a procesos de conteo, aunque se prescindia del cero, y surgieron
distintas formas de representacion, que dieron lugar a sistemas de numeracion en los
que se adoptaban distintos simbolos para representar cantidades determinadas.

El ejemplo mas apropiado para ilustrar esta idea corresponde al sistema de numera-
cion decimal introducido por los arabes en Europa durante la Edad Media

De ahi la denominacion de sistema de numeraciéon arabigo (aunque se afirma que
provino, en primera instancia, de la cultura india y fue heredado posteriormente por
los arabes, razon por la que suele llamarse también indo-arabigo).

Sistema de numeracion arabigo

El sistema de numeracion arabigo, como ya se menciond, es un sistema decimal,
puesto que se utilizan diez simbolos para representar ntimeros: 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7,
8 y 9. Es un sistema posicional, es decir, se necesitan diez unidades para formar un
elemento de segundo orden, conocido como decena. Posteriormente, se requieren
diez decenas para formar una centena y, de forma completamente natural, siempre se
requeriran diez elementos de un orden inferior para construir uno de orden inmediata-
mente superior. En ese sentido, todo numero escrito en el sistema de numeracion deci-
mal se puede representar como la suma de multiplos de potencias de 10. Por ejemplo,
el nimero 4536 se puede expresar de la siguiente manera:

6x1+3x10+5x100+4x1000=6x10° +3x 10! +5x 10>+ 4 x 10°

A este sistema de numeracion también se le suele llamar de base 10, justamente, por-
que todo niimero natural se puede representar como la suma de las unidades de cierto
orden en términos de multiplos de potencias de 10.

Otras culturas, en cambio, adoptaron sistemas de numeracion en los que no es signifi-
cativa la posicion de sus cifras.

A continuacion, se describen algunos otros sistemas de numeracion.
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Sistema babildnico (3300 a. C)

Hacia el afio 1800 a. C., aproximadamente, varios pueblos de la region de Mesopota-
mia como los sumerios, los babilonios y los acadios comenzaron a utilizar un sistema
de numeracion para representar las unidades, formado con objetos de tamafios y for-
mas. Este sistema se basaba en la escritura cuneiforme, que se hacia en tablillas de
arcilla, con punzones (tallos de cafiamo biselados). Las marcas tenian forma de cufia,
como se aprecia en la figura 1.1, debido a la forma del punzén, de ahi el nombre de
cuneiforme.

Figura 1.1. Tabilla Plimpton.
(Tomada de Wikimedia Commons,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=1170904,).

Los ntimeros en este sistema se representaban con la ayuda de solo dos simbolos, una
cufia vertical que representaba a la unidad (1) y una cufia horizontal para el niimero
diez () [2]. El sistema de numeracion babilénico, que empleaba la escritura cunei-
forme creada por los sumerios, era de base 60 (sexagesimal) y, para escribir los ni-
meros enteros del 1 al 59, los signos del diez y la unidad se repiten tantas veces como
en el nimero hubiese decenas y unidades. La unidad de segundo orden, representada
por el mismo signo, es 60 veces mayor que la de primer orden, y la unidad de tercer
orden es 60 veces mayor que la de segundo y 3600 veces mayor 60 x 60 = 3600 que
la unidad de primer orden, y asi sucesivamente (figura 1.2).
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Y 1 Y7 2 YI7W% 3 ¥
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(YYY 13 (¥ 14 15 FF 16

<@ 17 & 18 GE 19 « 20

« 30 & 40 @( 50 T 60

Figura 1.2. Sistema de numeracion babildnico.

(Tomada de Timetoast, «Sistema de numeracion babilonico», https://www.timetoast.com/
timelines/sistemas-de-numeracion-61co8e3c-d4f6-442f-94ad-66abeo023f48).

Se trata de un sistema de numeracion posicional. Esto significa que cada simbolo tiene
un valor especifico dentro del nimero que se quiere representar, el cual depende de la
posicion que ocupa dentro de dicho niimero. Asi, un mismo signo puede representar
en €l tanto 1 como 1 x 60, como 1 x 60 x 60 = 60% = 3600, etcétera, en funcion del
lugar en que dicho signo esté escrito. Por ejemplo, los numeros 84 y 3675 se repre-
sentan asi:

I «V
1% 60 + 24 = 84
[ ! S
1x60° + 1x60 + 15 = 3675

Sistema de numeracion egipcio (3000 a. C.)

La forma de comunicacion de los antiguos egipcios se nos ha transmitido mediante
textos que aparecen en papiros, trozos de alfareria, laminas de caliza y, sobre todo, en
monumentos de piedra, a través de los jeroglificos.

En el sistema de numeracion egipcio, como se evidencia en el papiro de Rhind, un do-
cumento que contiene numerosos problemas matematicos propuestos y resueltos por
los antiguos egipcios, se utilizaban siete cifras jeroglificas, las cuales representaban
distintas cantidades mediante un sistema de numeracion decimal. El 1 se representaba
por medio de una linea vertical, el simbolo mas intuitivo que podemos utilizar para
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representar la unidad; el 10, mediante un arco similar al simbolo de interseccion que
utilizamos en la actualidad un cordén que habria servido para unir los bastoncillos
(trazos verticales) hasta formar un paquete de diez unidades; el 100 tenia forma de
caracol (el origen de la palabra «espiral» correspondia a los mismos sonidos que la
palabra «cien»); el 1000 tenia forma de flor de loto (el origen de la palabra para de-
nominar esta flor de loto correspondia a los mismos sonidos que la palabra «mil»),
el 10 000 tenia forma de dedo doblado (hacia referencia a la antigua forma de contar
hasta 9999, mediante distintas posiciones de los dedos y la mano), el 100 000 era
representado por un pez (haciendo referencia a la gran fecundidad de estos animales
en el Nilo) y 1 000 000 era representado por una persona arrodillada con los brazos
en alto (simbolo que aludia a un dios que sostenia la boveda celeste), por mencionar
algunos de estos simbolos (figura 1.3).

N © R i

1 10 100 1000 10000 100000 1000000

Figura 1.3. Sistema de numeracion egipcio.

(Tomada de Wikimedia Commons, https://es.wikipedia.org/wiki/Numeracion_egipcia#/me-
dia/Archivo:Nome_u_12_14.jpg).

Por ejemplo, el nimero 4322 se representaba del siguiente modo:

iiii RS nn 11

4000 + 300 + 20 + 2

Como se puede apreciar, era un sistema aditivo para representar los nimeros, en el
cual se utilizaban simbolos para representar las cantidades. Es importante mencionar
que el orden en que se escribian los simbolos era indiferente, debido a que cada figura
representaba exclusivamente un unico valor. De tal manera que, independientemente
del orden en que estos se presentaban, el valor no cambiaba; por tanto, su representa-
cion podia hacerse de izquierda a derecha, de abajo hacia arriba o viceversa, sin que se
alterara el valor de la cifra expresada. Por tal razon, al sistema de numeracion egipcio
se le conoce como no posicional.

Sistema de numeracion romano (siglos VII-IV a. C.)

El sistema romano, que ha perdurado con el transcurso del tiempo. Se utiliza en la ac-
tualidad para numerar partes de obras, como capitulos de libro o escenas de una obra
de teatro, para designar a algunas autoridades (como emperadores, reyes y papas),
para ordenar los contenidos de un indice o los tomos de una enciclopedia, entre otros
usos. Su influencia es notable aun en nuestros dias.
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Los simbolos utilizados por los romanos fueron letras maytsculas, que en este sistema
de numeracion equivalen a un niimero especifico:

I=1 C=100
X=10 D =500
L=50 M =1000

Cada nimero se puede escribir como la combinacién de distintos simbolos, que se uti-
lizan teniendo como referencia el 1 y el 5 que usamos en la actualidad. Se le considera
un sistema de numeracion con estructura aditiva. Por ejemplo,

525=DXXV.

Ahora bien, para representar cantidades con numeros romanos, es importante consi-
derar ciertas reglas:

» Los niimeros se representan siempre con letras mayusculas, puesto que en sus
inicios el alfabeto latino solo contaba con este tipo de letras.

* No debe repetirse mas de tres veces consecutivas un mismo simbolo. Por
ejemplo, 233 se escribe: CCXXXIII, pero 444 debe escribirse CDXLIV, y no
CCCCXXXXIIIL.

* Cuando un signo va seguido de otro con valor igual o inferior, se suman sus
valores. Por ejemplo, VI = 6, VX = 15, XXVII = 27.

* Cuando los signos I, X, C van seguidos de otro de mayor valor, se restan del
valor de este:

* IV en lugar de IIII para representar el 4, es decir, 5 — 1

* IX en lugar de VIIII para representar el 9, es decir, 10 — 1.

* KL en lugar de XXXX para representar el 40, es decir, 50 — 10.

* XC en lugar de LXXXX para representar el 90, es decir, 100 — 10

* CD en lugar de CCCC para representar el 400, es decir, 500 — 100.

* CM en lugar de DCCCC para representar el 900, es decir, 1000 — 100.

* los signos V, Ly D no se utilizan nunca con valor de resta. por ejemplo, 45 debe
escribirse XLV, y no VL.

* El valor de los numeros romanos queda multiplicado por mil tantas veces como
rayas horizontales se tracen encima. De este modo, L =50 000, M =1 000 000.
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Sistema de numeracion chino (1500 a. C.)

Otro sistema de numeracion que ha perdurado hasta la actualidad proviene de la cultu-
ra china. Se trata de un sistema decimal, puesto que se utilizan unidades y distintas po-
tencias de diez para representar cantidades. Tiene nueve simbolos distintos para los pri-
meros nueve nimeros, pero no usa ningun simbolo para representar el cero (figura 1.4).

[N

. — - 1K m
1 2 3 4 5

—. u Jt —} L —{

6 7 8 9 10
— —
100 1 000 10 000 100 000

Figura 1.4. Sistema de numeracion chino.

(Tomada de Cultura1o.org, «NUmeros chinos: caracteristicas y funcionamiento de
este sistema», Elaborgacion propia).

Su caracter es posicional, puesto que la posicion de cada cifra indica su valor dentro
del niumero dado. En efecto, este sistema de numeracion es muy similar al indo-ara-
bigo que usamos en la actualidad, con la diferencia de que todos los simbolos repre-
sentan distintas cantidades. De esta manera, por ejemplo, el nimero 4361 de puede
representar asi:

pa-- S + ~
4X1000+3X100+6X10+1
Sistema de numeracion maya (250-900 d. C.)

A diferencia de los sistemas de numeracion anteriores, el de la cultura maya empled
una base 20 (vigecimal) para la representacion de sus simbolos (figura 1.5). Por otra
parte, uno de los aportes mas significativos de este sistema fue la aparicion del cero.
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0 1 2 3 4
@ [ ] ( X ] 000 0000
5 6 7 8 9

[ o0 000 0000

—— e e e E—
10 11 12 13 14

[ (X ] 000 0000

. . . e E—

——
15 16 17 18 19

[ (X ] 000 0000

. . . . E—

S . . . E—

—

Figura 1.5. Sistema de numeracion maya.

(Tomada de Simboloteca, «NUmeros mayas: el sistema de numeracion maya»,
https://www.simboloteca.com/sistema-numeracion-maya).

Como se observa, por ejemplo, el nimero 17 se representa por medio del simbolo

Puesto que el cinco se representa por una linea horizontal y el uno por medio de un
punto, se concluye que 17 =3 x5 + 2 x 1, por lo que se considera que tiene una es-
tructura multiplicativa.

Para aquellos nimeros mayores a 20, se disponian los simbolos por columnas, de
arriba hacia abajo multiplicando por potencias de 20 el valor de cada cifra segin la
posicion que ocupe. Por ejemplo, el nimero 67 346 se puede representar de la siguien-
te forma:

— 8X 20
— 8X 207
— 7 X 20"
— 6 X 20°
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Figura 1.6. Cédice de Dresde, perteneciente a la cultura maya.

(Tomada de Wikimedia Commons,
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Dresden_Codex_po09.jpg).
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Sistemas de numeracion griegos (600 a. C.)

Se finaliza este desarrollo histdrico del origen del nimero con una de las culturas mas
fascinantes de la historia de la humanidad, por sus aportes a la filosofia, la politica, la
ética y, por supuesto, a la matematica y al desarrollo de la civilizaciéon occidental: la
cultura griega.

Los griegos utilizaron dos sistemas de numeracion para representar nimeros, aunque
eran bastante mas complejos y complicados en relacion con el sistema de numeracion
indo-arabigo empleado en la actualidad. EI mas antiguo, conocido como acrofénico,
estaba formado por un grupo de signos que indicaban la inicial de la palabra con la
que se llamaban algunos niimeros particularmente significativos, como la unidad, 5,
10, 100, 1000 y 10 000.

El numero 1 era representado por una barra vertical. El resto se representaban por
las iniciales mayusculas de cada numero: la letra pi (I1), inicio de la palabra /IENTE
(pénte, representaba el 5; la letra delta (A), inicio de AEKA (déka), el 10; la letra eta
(H), inicio de HEKATON (hekaton), el 100; la letra chi (X), inicio de XIA1OI (chilioi),
el 1000, y la letra mu (M), inicio de MYPIAX (myrias), el 10 000.

Por otro lado, los signos que se asocian a los niimeros 50, 500, 5000 y 50 000 estan
compuestos a partir del simbolo IT junto a la correspondiente potencia de 10. En otras
palabras, para quintuplicar el valor de una de las letras A, H, X o M basta con colocarla
en el interior de la letra IT.

A la hora de establecer su sistema de numeracion, los griegos se vieron influidos
por los avances de los egipcios y los fenicios. Idearon un sistema cuya base seria el
namero 10 y que se caracteriza por la representacion literal, esto es, usando las letras
minusculas de su alfabeto seguida de un acento agudo (tabla 1.1). A partir del siglo
IV a. C,, el sistema acrofonico fue sustituido por este sistema alfabético cuasidecimal,
llamado jonico.

En este sistema, la necesidad impuso el uso de tres signos caracteristicos de los alfa-
betos arcaicos, que ya no estaban presentes en el alfabeto jonico: G (stigma), > (sampi)
y 4 (qoppa, que luego sera la Q en el alfabeto latino). Se puede confirmar que ninguno
de los dos sistemas contaba con un simbolo para representar al cero.

Tabla 1.1. Sistema de numeracion jonico

Simbolo Letra Valor Simbolo Letra Valor Simbolo Letra

o alpha 1 v iota 10 p’ rho 100
B’ beta 2 K kappa 20 c’ sigma 200
Yy’ gamma 3 A lambda 30 T tau 300
& delta 4 1l mi 40 v’ ipsilon | 400
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Simbolo Letra Valor Simbolo Letra Valor Simbolo

g’ épsilon 5 \ ni 50 0} phi 500
c stigma 6 xi 60 X chi 600
¢ zeta 7 0 omicron 70 vy’ psi 700
n’ eta 8 n’ phi 80 o omega | 800
0 theta 9 Q' /4 qoppa 90 EY sampi 900

Para representar distintas cantidades, asignaban a cada cifra una letra del alfabeto
correspondiente, segun su posicion. Para diferenciar un numero de una palabra, agre-
gaban un signo de acento agudo al final de cada cantidad. Por ejemplo, ¢l nimero 675
se representa por medio de la expresion: yoe’, que equivale a 600 + 70 + 5.

Algunos elementos de la teoria de conjuntos

Los conceptos de conjunto, elemento y pertenencia son considerados como intuitivos
en la matematica y, por tanto, no seran definidos en este libro. Se trabaja con ellos y
se abordan desde sus propiedades fundamentales.

Se pretende retomar los conceptos necesarios de la teoria de conjuntos que permitan
construir el conjunto de los nimeros reales a partir de los nimeros naturales, los cua-
les se definiran en el apartado 1.4.

Conceptos basicos

Un conjunto se puede determinar de dos maneras:

» Escribiendo una lista de objetos o elementos que lo determinan.

* Mostrando aquella condicién que cumplen sus elementos.

Un conjunto esta determinado por extension cuando se conocen uno a uno sus ele-
mentos. Suele escribirse entre llaves, asi:

A= {12345}

Intuitivamente, se reconocen los elementos del conjunto 4 como numeros, bajo la
condicion de ser numeros naturales mayores que 0 y menores que 6. Cuando se cono-
ce la condicion o las condiciones que cumplen los elementos del conjunto, se dice que
estd determinado por comprension. De modo que, por ejemplo,

A = {x:x es un nimero natural mayor que 0 pero menor que 6}.

se puede leer como «el conjunto de todas las x tales que x es un numero natural mayor
que 0 pero menor que 6».
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Si se nota como p(x) la condicion dada en términos de x, todo conjunto por compren-
sion se puede escribir de la forma:

A= {x:p(x)}.

Un conjunto que no posee elementos se llama vacio y se nota por medio del simbolo
@ o, si no se presta para confusion, se dice que A = {{"} es un conjunto vacio.

Si se tienen, por ejemplo, los conjuntos A y B:
A=1{1,3,5,7,9},

B=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10};

para indicar que 5 esta en A4, se escribe: 5 € A.

Analogamente, para sefialar que 6 no esta en A, se escribe: 6 € A

Ademas, dado que todo elemento de A estd en B, se dice que A estd contenido en B,
representado como A S B.

De forma similar, si hay al menos un elemento de B que no esta en A4, se dice que B
no estd contenido en A: B ¢ C.

Relacion de equivalencia

Como todas las artes y ciencias, las matematicas procuran establecer nociones genera-
les mediante representaciones concretas y comprensibles. Una de ellas es el concepto
de clasificacion. En particular, en la teoria de conjuntos, una clasificacion del universo
corresponde a una particion en un conjunto.

Para dar significado a una concepcion de clasificacion (y en consecuencia, de parti-
cidn) se requiere precisar algunas definiciones que soporten la teoria [3]. Todas ellas,
basadas en los aportes de la teoria de conjuntos.

DEerFINICION 1.1. Sean A y B dos conjuntos. Se define el producto cartesiano de Ay B
como el cojunto de todos los elementos determinados por pares ordenados en los que
el primer elemento pertenece a A y el segundo a B, es decir

AxB={(xy)|x€A,y€B}.
Sid={1,2,3,4} y B= {3, 4,5, 6}, entonces, el producto cartesiano

(1,3), (1,4), (1,5), (1,6), (2,3), (2,4), (2,5), (2, 6) }

AxB= { (3,3), (3,4), (3.5), (3,6), (4,3), (4,4), (4,5) (4,6)

Para este caso, es posible representar el producto cartesiano 4 x B como puntos en el
plano. Por esta razoén, suele llamarse plano cartesiano. Esta representacion se atri-
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buye a René Descartes (1596-1650), quien, con base en sus trabajos sobre geometria
analitica, identifico los puntos del plano con parejas de la forma (x,y), en un sistema
de coordenadas en el que cada par ordenado establece la posicion de un punto con res-
pecto a dos rectas perpendiculares fijadas, llamadas ejes de coordenadas. Asi, cada
par de coordenadas especifica un punto unico del plano, y cada punto viene dado por
un Unico par de coordenadas.

Q@ A=(13) E

B=(1,4)

c=(1,5)

D=(1,6)

E=(2,3)

F=(2,4)

G=(2,5)

H=(2,6)

1=(3,1)

1=(3,2)

@ © @ © © @ @ @ @ ©

K=(3,3) : 12 3 4 10 1

Figura 1.7. Representacion de puntos en el plano cartesiano.

(Elaborada con GeoGebra, herramienta en linea disponible en https://www.geogebra.org).

DEFINICION 1.2.Una relacion A x B (binaria) es un subconjunto de algun producto
cartesiano . Una relacion (binaria) en un conjunto A es un subconjunto del producto
AxA.

Usualmente, las relaciones son representadas por medio de las letras mayusculas R,
S, T, o por simbolos como ~, = 0 =, aunque lo realmente importante es su definicion.

Dados dos conjuntos A4 = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} y B= {2,4,6,8,10}, se define por
ejemplo la siguiente relacion:

Seaquea €A y, b€ B, sedice que a R b (a esta relacionado con b por medio de R)
siempre que b\a (b divida a a). La relacion implica que un elemento a de A se relacio-
na con un elemento b de B siempre que b divida a a, de tal manera que los elementos
de dicha relacion serian los que se presentan en la tabla 1.2.

Tabla 1.2. Elementos de la relacion «ser divisor de» entre los conjuntos Ay B

(=30 B N = SN BN SN B \S)
W N[N
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6 6
8 2
8 4
8 8
10 2
10 5
10 10

Naturalmente, la tabla 1.2 es una representacion de la relacion. Sin embargo, se en-
tendera que una relacion es un conjunto de parejas ordenadas y, por tanto, es posible
representarla del siguiente modo:

R ={(2,2), (4,2), (4.4), (6,2), (6,3), (6,6), (8,2), (8,4), (8,8), (10,2), (10,5), (10,10)}

DEeFNICION 1.3. Una relacion R en un conjunto A es un subconjunto no vacio del pro-
ducto cartesiano A x A.

En el conjunto A ={1,2,3}, se define la relacion R como a R b siempre que a < b, por
tanto:

R=1{(1,2),(1,3),(2,3)}.

Esta relacion, recibe el nombre de relacion del orden habitual, ya que indica que el
primer elemento del par precede al segundo, segun el orden habitual de los nimeros
naturales.

Otra relacion (S) seria la siguiente:
S={(L1),(2.2),3.3)}.
que se puede definir mediante la condicion a R b siempre que a = b.

En la definicion no se exige que todos los elementos del conjunto estén relacionados
con algtin otro, ni que todos reciban la relaciéon de alguno.

DEFINICION 1.4 Una relacion de equivalencia sobre un conjunto C es una relacion que
cumple las siguientes propiedades:

a. Reflexiva. Para todo a € 4; a R a.
b. Simétrica. Paratodo a, b € A; a R b entonces b R a.

c. Transitiva. Paratodo a, b, ¢, EC;a Rby b R c entonces a R c.

Las relaciones de equivalencia dan lugar al concepto de clase de equivalencia. La
clase de equivalencia de un elemento a, segun una relacion R sobre un conjunto A, es
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el subconjunto de todos los elementos b de A tales que a R b. El conjunto de todas las
clases de equivalencia definidas sobre A segun la relacion R forma una particion de
ese conjunto, es decir, son un conjunto de subconjuntos disyuntos, y la union de todos
ellos es el conjunto A.

Ejemplo

Sea , A ={1,3,5,7,9,10}, se define la relacion R de la siguiente manera: si, a, b, € A,
a R b siempre que a + b sea divisible por 2.

Considérense, por tanto, los elementos de la relacion R:

R= { (1,1), (1,3), (1,5), (1,7), (1,9), (3,1), (3,3), (3,5), (3,7), (3,9), (5,1), (5.3), (5,5), }
- (5,7), (5,9), (7,1), (7,3), (7,5) (7,7), (7,9), (9,1), (9,3), (9,5), (9,7), (9,9), (10,10)

Obsérvese que R es una relacion de equivalencia, puesto que

a. Esreflexiva. Paratodoa €EA;a R a:

(1,1), (3,3), (5,9), (7,7), (9,9). (10.10) € R

a. Es simétrica. Paratodo a,b € A, sia R b entonces b R a. Asi, se tiene que, por
ejemplo, como (1,3) € R, (3,1) también debe estar en la relacion:

(1L3)ER
A continuacidn, se verifica que se cumple para las demas parejas:
(1,1) eR—(1,1) €ER
(1,3)eR—(3,1)ER
(1,5 € R—(5,1)€R
(1,7 e R—(7,1) ER
(1,99 € R—(9,1)€R
(3, 1) eR—(1,3) €ER
(3,3)eR—(3,3)ER
(3,5 €R—(53)€ER
3,7 € R—(73)ER
(3,99 € R—(9,3)ER

(5,1) € R—(1,5) €R
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(5,3) ER—(3.5)€ER
(5,5 €R—(55) €ER
(5,7 € R—(7,5 €R
5,9) eR—(9,5) €ER
(7,1) eR—(1,7)E€ER
(7,3) ER—(3,7) €ER
(7,5 € R—(5,7) €ER
(7,77 € R—(7,7) ER
(7,99 € R—(9,7) ER
9,1)eR—(19)€ER
9.3) ER—(B9)€ER
9,5 €R—(59) €ER
9,7 €eR—(79) €ER
9.9 eR—(09) €ER
(10,10) € R—(10,10) € R
a. Es transitiva. Para todo a,b,c EA,siaRby bR c, entonces aR c:
Si(1,3) € Ry (3,1) € R, entonces (1,1) ER.
Si(1,3) € Ry (3,3) € R, entonces (1,3) €R.
Si(1,3) € Ry (3,5) € R, entonces (1,5) €R.
Si(1,3) € Ry (3,7) € R, entonces (1,7) €R.
Si(1,3) € Ry (3,9) € R, entonces (1,9) €R.
Las demas comprobaciones se dejan como ejercicio para el lector.
Ejemplo
La clase del 1, denotada por «< 1 > = {1,3,5,7,9}. En ese mismo sentido,

«3»={1,3,5,7.9},

29 | https://doi.org/10.26620/uniminuto/978-958-763-619-2


https://doi.org/10.26620/uniminuto/978-958-763-619-2

NUMEROS REALES PARA INGENIERIA

Capitulo 1. El conjunto de los némeros racionales
«5>»={1,35,7,9},
«7>»={135,7,9},
«9>»=1{1,3,5,7,9},
«10>»={1,3,5,7,9},

En tal caso, podemos observar que, en realidad, hay tinicamente dos clases distintas,
KL1I>»>yK10>» (Puestoque<<1>>=<<3>>:<<5>>=<<7>>=<<9>>.

Sistema axiomatico

Los axiomas suelen entenderse como proposiciones cuya verdad es evidente y, por
tanto, no requieren demostracion [4]. Los axiomas de una teoria matematica propor-
cionan el marco de referencia mas general de dicha teoria. Al principio, cuando la
teoria empieza a funcionar y se demuestran los primeros resultados mas basicos, es
frecuente recurrir de forma explicita a los axiomas. Mas adelante, cuando la teoria
va avanzando, los axiomas no suelen citarse con tanta frecuencia, porque se apo-
yan en resultados mas elaborados previamente fueron demostrados. Pero los axiomas
siempre estan presentes, aunque sea de forma discreta. En el siguiente apartado, se
emplean axiomas para la construccion de los numeros naturales.

Los nuUmeros naturales

Dios hizo los nimeros naturales, el resto es obra del
hombre.

LEeEoroLD KRONECHER

La concepcion del nimero natural involucra el desarrollo historico de las actividades
de medir, contar y ordenar, relacionadas entre si e independientes las unas de la otras.

Esta idea, bastante concreta, pero con trasfondos mucho mas amplios, se desarrolld
en distintas culturas en la Antigiiedad y fue descrita por medio de sistemas de nume-
racion. Por la influencia que ha tenido en el desarrollo de la matematica en Occidente,
se profundiza en las ideas concebidas por la cultura griega, con la que se inicia una
interesante travesia hacia la concepcion del numero natural.

Luego, se daréd una definicion de nimero natural, utilizando conceptos de la teoria de
conjuntos, la cual evolucion6 a través del tiempo desde la época de los matematicos
griegos. Fue Giuseppe Peano (1858-1932) quien axiomatiz6 los nimeros naturales, en
un intento de establecer un fundamento sélido. Sin embargo, esta perspectiva es cues-
tionable, pues cualquier conjunto de nimeros naturales podria cumplir estos axiomas
sin contener a todos los niimeros en cuestion.
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Otras teorias similares fueron desarrolladas por Frege, Russell, Cantor, Zermelo y
Neumann, algunas basadas en la teoria de los numeros cardinales y otras en la de los
numeros ordinales.

La Grecia antigua y la escuela pitagorica

En el afio 572 a. C., en Grecia, nace uno de los matematicos mas grandes de la his-
toria, Pitagoras de Samos (572-497 a. C.). Su influencia en la constitucion de la geo-
metria se puede apreciar en algunos textos en el volumen I de los presocraticos [5].

Pitagoras paso la mayor parte de su tiempo tratando el aspecto aritmético de la geome-
tria. En consecuencia, siempre relaciond el nimero con la figura, uno de los aportes
mas pronunciados de la escuela que lleva su nombre (en adelante, se hace referencia
a Pitagoras y a la escuela pitagdrica como sindnimos).

Los pitagoéricos llegan a la conclusion de que «todo es numero». Cuando Pitagoras
afirmaba esto era porque literalmente, para ellos, todo era numero. La cualidad —
propiedades no medibles de un objeto, por ejemplo, el color— y la cantidad —las
caracteristicas que se pueden medir numéricamente, por ejemplo, el volumen—, son
solo un aspecto dentro del concepto de numero, que para los pitagéricos era la esencia
de todas las cosas. Segun ellos, existe una division entre cualidad y cantidad, pero aun
asi ambas se encuentran como una unidad en todas las cosas.

Pitagoras creia que los principios en matematicas eran los mismos de todas las cosas
existentes. Dado que los numeros constituyen en si mismos la base las matematicas,
en ellos, segun los pitagdricos, habia muchas semejanzas con la naturaleza, con lo
que existe y lo que se genera, incluso mas que en el fuego, el aire, la tierra y el agua.
En consecuencia, si todas las cosas, en toda la naturaleza, parecian asemejarse a los
nameros, se supuso que los elementos de los numeros eran los elementos de todas las
cosas existentes.

Para los pitagoricos, la matematica se ocupa de lo discreto y lo continuo:

» Lo discreto puede ser lo absoluto o lo concreto.
» Lo absoluto lo estudia la aritmética.
* Lo relativo lo estudia la musica.
* Lo continuo es estable o movil.
» Lo estable lo estudia la geometria.
* Lo movil lo estudia la astronomia.
Estrictamente hablando, segtin Tales de Mileto (624-546 a. C.), otra de las mentes mas

grandes de la Grecia clasica, un ntimero es una coleccion de unidades. Por su parte,
Aristoteles (364 a. C.), uno de los grandes pensadores engendrado en la antigua Gre-
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cia, citado por [5, p. 85], lo define como «cierta cantidad de unos, multitud limitada,
multitud combinacion de unidades, multitud de indivisibles, multitud medible por 1».

Euclides (325-265 a. C.), hombre brillante, también de origen griego —aunque poco
se sabe acerca de su vida—, recopil6 con maestria los alcances de la geometria y de la
aritmética de la época en su obra Elementos, que junto a la Biblia y el Quijote se convir-
tieron en los textos mas leidos en toda la historia de la humanidad. Segun Euclides, una
unidad es «aquello por lo cual cada cosa puede ser llamada uno» (Elementos, libro VII,
definicion I) y «un numero es una pluralidad compuesta de unidades» (definicion II).

La primera teoria de la medida se atribuye a los pitagdricos, quienes sustentaban la
idea de que para poder medir se requieren los nimeros para contar. Esto significa que
dadas dos magnitudes A y B de la misma naturaleza, se pueden encontrar dos nimeros
my n tales que mA = nB.

En términos de comparacion, esto indica que A es a B como n es a m, que puede es-
. A_n . . n ,

cribirse como 4 =,>. Sin embargo, para los griegos, ;- no es un nimero. Tampoco lo

es %. No obstante, en el desarrollo historico de la matematica, esta expresion deja

entrever la idea de nimero racional, que surge mucho tiempo después.

Para los pitagoricos, los numeros son realidades naturales, con propiedades intrinse-
cas. Son arreglos de puntos cuya disposicion manifiesta algunas propiedades (regu-
laridades). De ahi que hayan dedicado bastante tiempo a la busqueda de patrones y
relaciones entre numeros. Los nlimeros pitagdricos son nimeros figurados, lo que se
conoce como aritmogeometria pitagérica [5].

Al comparar dos nimeros, se puede considerar cuanto es uno mas grande que el otro;
es decir, cudl es su diferencia. Una sucesion es un conjunto ordenado de nimeros en
el cual se conoce el primer término y en el que la diferencia entre dos consecutivos es
la misma para todos los pares. A esta diferencia se le llama razén aritmética y a la
sucesion resultante, progresion aritmética. En el lenguaje actual, esto significa que
al considerar la progresion aritmética cuyo primer término es 1 y cuya razén es 1, se
obtienen todos los numeros:

1=11+1=2, 2+1=3 3+1=44+1=5,..
Numeros triangulares

Para los pitagoéricos, un nimero triangular es una metafora, un conjunto de puntos que
describe la forma de un triangulo [5].
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Figura 1.8. Numeros triangulares.

Fuente: Elaboraciopn propia
Los niimeros triangulares, como se aprecia en la figura 1.8, se obtienen mediante las
sumas:
1=1,
1+2=3,
1+2+3=6,
1+2+3+4 =10,

1+2+3+4+5=15,

n(n+1)

1+2+43+4+5++n="—7

Este tltimo es un nimero triangular con n — 1 tridngulos gnémicos.
Numeros tetraedales

A partir de un tridangulo equilatero se construye un tetraedro colocando triangulos
equilateros congruentes sobre cada uno de los lados del triangulo base [5].
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Figura 1.9. Numeros tetraedales.

En la figura 1.9 se muestran los tetraedros resultantes de las siguientes sumas parciales

de numeros triangulares:
1=1,
1+3=4,
1+3+6=10,
1+3+6+10 =20,

1+3+6+10+15=35,

Con los puntos se forman lineas, que a su vez forman figuras planas. Estas tltimas
constituyen cuerpos en el espacio. De este modo, todos los cuerpos parecen formados

por puntos.
Numeros impares

Se generan mediante una progresion aritmética cuyo primer término es 1 y cuya razén

es 2.
1=1,
1+2=3,
3+2=5,
542 =17,

[(2n-1)-2)]+2=(2n-3)+2=2n-1
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Numeros cuadrados
Se obtienen mediante sumar parciales de nlimeros impares.
1=1,
1+3=4,
1+3+5=09,

1+3+5+7=16,

Todo niimero impar se puede expresar como la diferencia de dos nimeros cuadrados que
tienen respectivamente, por lados, impares consecutivos. Desde luego, se cumple que

1+2+3+5+-+2n-1)=n
Numeros pentaedrales

Es una secuencia, con primer término 1, que se obtiene sumando progresivamente los
numeros cuadrados [5]:

1=1,
1+4=5,
1+4+9=14,
1+4+9+16=30,

1+4+9+16+25=155,

Numeros pentagonales

Se obtienen, tal como puede a preciarse en la figura 1.10, a partir de la progresion
aritmética:

1=1,
1+3=4,
4+3=17,
7+3 =10,

(3n-5)+3=3n-2.
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Figura 1.10. Numeros pentagonales.
Numeros figurados planos

En general, todos los nimeros figurados se pueden obtener a partir de semirrectas que
parten de un mismo punto. Con dos semirrectas, se construyen numeros triangulares;
con tres semirrectas los nimeros figurados que se obtienen son cuadrados. Con cuatro
semirrectas se obtienen nimeros pentagonales y si se tienen n semirrectas, se obtienen
numeros figurados con n + 1 lados [5].

Figura 1.11. Numeros figurados planos.

En general, todo poligono regular se puede obtener por medio de una sucesion de
numeros escritos en términos de una progresion aritmética. Cuyo primer término es 1
y cuya razon es el nimero de lados que tiene el poligono menos 2. Sobre estos poli-
gonos se pueden construir piramides, con tantas caras triangulares como lados tiene el
poligono. Estos reciben el nombre de niimeros figurados especiales.
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Numeros no cuadrados

Los pitagoricos oponian a los nimeros cuadrados otros nimeros mediante la adicion
de un punto a la unidad y por iteracion de esta operacion sobre los cuadrados resul-
tantes.

Los ntimeros no cuadrados a partir de 2 tenian especial importancia en la aritmogeo-
metria pitagorica:

2=2=1x2=2x1,
2+4=6=2x3=2x3,
2+4+6=12=3x4=2x6,
2+4+6+8=20=4x5=2x10,

2+4+6+8+10=5x6=2x15,

n(n+1)=[2—n(n2+1)].

Los pitagodricos decian que en tanto la suma de los nimeros impares genera cuadra-
dos, figuras que son semejantes entre si, la suma de los nimeros pares genera rectan-
gulos no cuadrados, cuyos lados tienen medidas distintas (figura 1.12).

® & @ & O

® 6 0 O ® 6 6 & ©

® 6 ¢ ® 6 06 © ® &6 6 6 O

® @ @ & o @ @6 6 © ® @ 6 06 O
2 6 12 20

Figura 1.12. Numeros rectangulares.

Hacia una concepcion de los nUmeros naturales

En los tiempos de Immanuel Kant (1724-1804), dos teorias representaban los pila-
res de la ciencia fueron para ¢l referentes fundamentales: la mecanica de Newton y
la geometria de Euclides. La primera era todavia una novedad en pleno proceso de
desarrollo, pero la geometria euclidiana tenia mas de dos milenios (gracias a que los
arabes la conservaron) y se encontraba mas de alla de toda duda, ya que representaba
la esencia misma de la racionalidad.

De hecho, la teoria de Newton estaba soportada en la antigua geometria del genio
griego. Los mismos fundamentos de razonamiento se reflejan también, por ejemplo,
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en las categorias a priori kantianas. Euclides, en sus Elementos (13 libros en total),
reunié el saber geométrico de su época (finales del siglo IV a. C. e inicios del Il a. C.),
desarroll6 la obra de los grandes matematicos griegos —por ejemplo, la del compafie-
ro de Aristoteles, Eudoxo de Cnido— e incluy6 sus propias aportaciones, exponiéndo-
las con un método axiomatico-deductivo (se le atribuye el primer sistema axiomatico
de la matematica), su gran legado. Spinoza, por ejemplo, expuso su ética al modo
geométrico como criterio de rigurosidad. Kant posiblemente no conocié nunca a Ge-
rolamo Saccheri, un jesuita italiano nacido en 1667 que inventé —sin saberlo— una
geometria diferente a la de Euclides. Pocos afios después de la muerte de Newton, en
1733, cuando Kant era apenas un nifio de 9 afios, Saccheri, quien llegaba al final de su
vida, publicé en Milan un libro asombroso, que sin embargo no trascenderia, titulado
Euclides ab Omni Naevo Vindicatus, lo que traducido libremente significa «Euclides
libre de todo defectoy.

El objetivo de Saccheri era todo lo contrario de lo que logrd; se proponia fortalecer la
geometria euclidiana tratando de reducir al absurdo las posibilidades de desarrollos
geométricos alternativos. Y efectivamente sus resultados fueron tan extrafios que él
los consider6 absurdos en su momento. Hoy, por el contrario, podemos decir que, des-
de el punto de vista l6gico, los teoremas desarrollados por Saccheri no son absurdos,
por mas que parezcan bastantes raros y antiintuitivos, pues son perfectamente con-
sistentes, carentes de contradiccion y, por ende, legitimos teoremas matematicos [6].

El camino explorado por Saccheri partia de negar el famoso quinto postulado de Eu-
clides: «Dada una recta L y un punto P exterior a la recta dada, existe una y solo una
linea M que contiene a P y es paralela a L». El quinto postulado se puede resumir de
la siguiente forma: «Por un punto exterior a una recta solo puede trazarse una recta
paralelay.

Desde los tiempos antiguos se consideraba que los postulados (verdades absolutas
comunes a todas las ciencias) y los axiomas (verdades absolutas para una ciencia en
particular) eran verdades evidentes y, por tanto, no necesitaban demostracion. De es-
tas verdades generales se derivaban, por deduccion, teoremas particulares. Los postu-
lados y los axiomas son los pilares del edificio matematico o al menos de cada teoria.
Ahora bien, este quinto postulado, a diferencia de los demas, no parecia ser tan evi-
dente ni podia ser demostrado o derivado a partir de otros, lo cual resultaba ser fuente
de inquietud o incomodidad en los matematicos. El propio Euclides fue consciente
de este punto débil. Y es que era muy facil negar el postulado, lo cual podia hacerse
de dos formas: planteando que por el punto exterior a la linea o recta no podia pasar
ninguna paralela o que podia pasar un niimero plural de paralelas. En cualquiera de los
dos casos, se estaria negando el quinto postulado, y ello, supuestamente, conduciria a
contradicciones en el sistema.

Saccheri queria demostrar que asumir que podian pasar mas de una paralela por P
también implicaba inconsistencias en el sistema. Los teoremas que formulo eran ex-
trafios, pero de ningun modo contradictorios. De hecho, eran teoremas de una geo-
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metria no euclidiana, pero era tal el prestigio de Euclides y el arraigo profundo de su
geometria en la mente de los matematicos y de los no matematicos, que tuvieron que
pasar casi cien afos para que alguien diera el siguiente paso.

La primera persona que desarrollé de manera consciente una geometria no euclidia-
na, entendiéndola precisamente como una nueva geometria, fue el matematico ruso
Nicolai Ivanovich Lobatchevski (1792-1856), que en 1829 publicéd un articulo en el
Kazan Bulletin (Boletin de Kazan), en el cual proponia una nueva geometria, siguien-
do la misma direccion en que habia trabajado Saccheri un siglo antes, afirmando la
pluralidad de paralelas por un punto exterior a una recta. Casi simultaneamente, en
1832, pero de forma independiente, el hiingaro Janos Bolyai (1802-1860) escribi6 un
apéndice al libro de su padre, Wolfgang Farkas Bolyai, con el titulo de «La ciencia
absoluta del espacio», en el cual se hace referencia al uso de una nueva geometria [7].

Con las nuevas geometrias, la matematica cayd en una profunda crisis, puesto que
se concluy6 que no habia verdad absoluta. La geometria pasé a ocupar un lugar se-
cundario, haciendo necesario el planteamiento de sistemas axiomaticos que partieran
de principios ldgicos sobre los cuales se construyeran de forma rigurosa las distintas
teorias matematicas.

De este modo, surgi6 la teoria de conjuntos como una nueva rama de la matematica.
A finales del siglo XIX y principios del XX, Georg Cantor (1845-1918) formul6 de
manera individual la teoria de conjuntos. Su objetivo era formalizar las matematicas,
comenzando con el andlisis de las bases de las matematicas, basandose para ello en
los conjuntos (por ejemplo, la definicion de funcidn se hace estrictamente por medio
de conjuntos). Este monumental trabajo logré unificar las matematicas y permitio la
comprension de nuevos conceptos. Su obra fue admirada y condenada simultanea-
mente por sus contemporaneos. Desde entonces, los debates sobre la teoria de con-
juntos han sido siempre apasionados, sin duda, por hallarse estrechamente conectados
con importantes cuestiones logicas.

Segun la definicion de conjunto de Cantor, este es «una coleccion en un todo de de-
terminados y distintos objetos de nuestra percepcion o nuestro pensamiento, llamados
los elementos del conjunto». Gottlob Frege (1848-1925) fue uno de los admiradores
de la nueva teoria de Cantor, y dio una definicion de conjunto similar [8]. En 1903
Bertrand Russell (1872-1970) demostraria que la teoria de conjuntos de Cantor era
inconsistente y cuestionaria su definicién de conjunto [9]. Pero pronto la teoria axio-
matica de Zermelo (1908) y refinamientos de esta debidos a Fraenkel (1922), Skolem
(1923), von Newman (1925) y otros sentaron las bases para la teoria de conjuntos
actual. Es indiscutible el hecho de que la teoria de conjuntos es una parte de las mate-
maticas, y, ademas, la teoria matematica donde se fundamenta la aritmética.

Las teorias de los numeros naturales basadas en los niimeros ordinales se pueden
trasladar de la teoria de conjuntos a la teoria moderna axiomatica. Segiin Cantor y
Zermelo, los nimeros naturales se definen como los nimeros ordinales finitos.
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Se trata de dar una caracterizacion de finitud de los nimeros ordinales sin utilizar
el concepto de niimero natural. En cambio, si suponemos conocida la serie de los
numeros naturales 0, 1, 2, 3, 4, 5, ... entonces los nimeros ordinales finitos se ca-
racterizan como los tipos de orden de los segmentos de esta serie determinados por
elementos conocidos de la siguiente forma: el tipo de orden dado por el segmento n,
es decir, 0,1, 2, 3,4,5, .., n -1 es precisamente el numero ordinal finito que vamos
a identificar con el nimero natural n. Este resultado se puede apreciar en la siguiente
proposicion:

ProposicioN 1.1. Un conjunto ordenado C con una relacion de orden < (menor que)
escrito tiene el mismo tipo de orden de un segmento de la serie de los niimeros
naturales, si y solo si es doblemente bien ordenado, es decir, cada subconjunto no
vacio de contiene un elemento minimo y un elemento maximo con respecto al orden
< definido sobre .

Con esta proposicion, se da la posibilidad de definir el concepto de numero natural
como el tipo de orden de un conjunto doblemente bien ordenado. La proposicion 1 nos
dice que esta definicion esta conforme con el concepto intuitivo de nlimero natural:

DEerFmNICION 1.5. Llamaremos numero natural al tipo de orden de un conjunto doble-
mente ordenado.

Con esta definicion, es posible desarrollar una teoria del numero natural basada en
ella. Surge la tarea de definir los conceptos de cero y de sucesor, y demostrar después
la validez de los axiomas de Giuseppe Peano, conocido por sus contribuciones a la
logica y a la construccion axiomatica del nimero natural.

DEFINICION 1.6. El nitmero natural cero es, por definicion, el tipo de orden del conjun-
to vacio (en el conjunto vacio solo se puede definir un orden, el llamado orden vacio).

DEerNicioN 1.7. Sea (C,<) un conjunto doblemente ordenado y llamemos a su tipo.
Entonces, llamaremos sucesor de al tipo de orden del conjunto (C,<) que se obtiene
al agregar a (C,<) un unico elemento ¢’ mayor que todos los elementos ¢ € C.

La definicion 1.7 es univoca. Esto significa que el tipo de orden ® construido en ella
no depende del conjunto ordenado (C,<) ni del caracter especial del elemento c’. Sin
embargo, hay un problema con la definicioén: ;De donde se puede tomar el elemento ¢’
que se debe agregar a C? ;Existe tal elemento que no pertenezca a un conjunto dado?

Ernst Zermelo (1871-1953) dio la demostracion de la existencia del elemento ¢’. En
ella se lleva de vuelta a la famosa paradoja de Russell, que muestra la inexistencia del
conjunto universal. Sin embargo, la demostracion de Zermelo sigue siendo valida en
sistemas axiomaticos de la teoria de conjuntos en los cuales la paradoja de Russell
esta eliminada.
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Los axiomas de Peano

En 1889, Peano publicd, en un pequefio libro escrito en latin, titulado Arithmetices
principia, su primera version de una axiomatizacion de las matematicas en un len-
guaje simbolico. En dicho libro, aparecieron por primera vez sus famosos axiomas,
en los que uso la 16gica de George Boole (1815-1864) y Ernst Schoder (1841-1902),
para establecer una analogia entre operaciones geométricas y algebraicas con las ope-
raciones de la logica, introduciendo algunas innovaciones: por ejemplo, usé diferentes
simbolos para las operaciones logicas y matematicas, distinguiendo entre las propo-
siciones categoricas y las condicionales; formul6 una teoria de cuantificacion (Frege
ya habia avanzado en este aspecto, pero Peano no conocia su trabajo), y fijo practi-
camente toda su simbologia, mas sencilla de comprender que la de Frege. Peano se
hizo popular entre los matematicos de la época y, junto con algunas modificaciones
realizadas por Whitehead y Russell, su trabajo se convirtié en el lenguaje comin de
la 16gica matematica [10].

Por otra parte, desde la aritmética, se reconocen los aportes de Richard Dedekind
(1831-1916) y Hermann Grassmann (1809-1877). Su trabajo influy6 en la formula-
cion de la geometria de David Hilbert (1862-1943) y en el tratamiento de la logica
matematica de Whitehead y Russell.

En teoria, la obra Arithmetices principia de Peano consiste en un prefacio y diez
secciones:

1. Numeros y adicion
Sustraccion
Maximos y minimos

Multiplicacién

2

3

4

5. Potenciacion
6. Division

7. Teoremas varios

8. Razones de nimeros

9. Sistemas de racionales e irracionales

10. Sistemas de cantidades.

Las demostraciones son una lista de formulas, cada una relacionada con la siguiente,
pero no pruebas formales, puesto que no enuncia reglas de inferencia. La nocion del

condicional @ O b que Peano interpreta como «de a se deduce b» (o a implica b), se
utiliza de manera natural en el texto y no usa valores de verdad.
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Al principio, presenta una lista de las nociones aritméticas iniciales (que ¢l llama
«explicaciones»): nimero, uno, sucesor y «es igual a», para cada una de ellas respec-
tivamente [10]:

a. El signo significa nimero.

a. El signo 1 significa unidad.

a. El signo significa el sucesor de x.
Peano formula nueve axiomas, los cuales se mencionan a continuacion (representare-
mos el conjunto de los niimeros naturales por medio del simbolo N). Para su compren-

sion, se requiere que el estudiante esté familiarizado con algunas de las notaciones mas
comunes que se utilizan en la teoria de conjuntos, como se describio en el apartado 1.3.

1. 0€eN.

xEN x=ux.

x, y€END x =y, entonces y = x.

X, ,z€ND x =y, y =zentonces x = z.
x=y,yeEND xeN.
xeEN>ox+1€eN.

x,y, END x=y,entoncesx +1 =y + 1.

0 no es antecesor de ningiin nimero natural.

X N S AW

keKtalqueO€e KtalquexeE N xEKox+1€k:udDN=K

Los axiomas 2, 3, 4 y 5 se refieren a la igualdad y pertenecen a logica fundamental.
Los restantes cinco axiomas son conocidos como los axiomas de Peano. El axioma 6
establece que para cada nimero natural existe un sucesor en los niimeros naturales, y
el axioma 7 afirma que el sucesor de cada numero natural es tinico y que dos nimeros
distintos tienen diferente sucesor. El axioma 8 indica que 0 no es sucesor de ninglin
numero natural y, por tanto, es el primero. El axioma 9, también es conocido como el
principio de induccién matematica: Si K es un conjunto talque 0 E K, x E Ky x +
1 € K, entonces todos los nimeros naturales pertenecen a K.

Los axiomas 1, 6, 7 y 8 se utilizan como soporte para sustentar la validez de la demos-
traciéon por induccion, que sirve para comprobar que una determinada propiedad se
cumple para todo niimero natural.

Puesto que el conjunto de los niimeros naturales es infinito, como consecuencia del
axioma 6, es natural pensar que si un nimero natural cumple una propiedad especifi-
ca, su sucesor también ha de cumplirla. Con ello, se garantiza que todo nimero natural
cumple con las condiciones dadas.
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En su forma mas basica, el principio de induccion se desarrolla en dos etapas [11]:
Paso 1. Se demuestra que 0 cumple la propiedad.

Paso 2. Se parte de la suposicion (hipétesis de induccion) de que un nimero natural
m cumple con la propiedad. A continuacion, se demuestra que m + 1 también la cum-
ple. Si este es el caso, se concluye que la propiedad en cuestion la cumplen todos los
numeros naturales.

Ejemplo
Demuestre que para todo nimero natural n,

0+ 124+ 2243+ 4+ o+ = m(m+1()5(2m+1)_

Para ello, se siguen los siguientes pasos:

Paso 1. Se valida que 0 cumple con la condicion dada:

_0(0+1)(2(0)+1) _0o(1)(1) 0 _
0= 6 =6 ~6 0

Paso 2. Se supone que la propiedad es valida para un nimero natural (a este paso se
le conoce como hipoétesis de induccion):

0°+1242°+3"+ 47+ +m= m(m+1é(2m+1).

Debemos comprobar que la propiedad es valida para el sucesor de m.

Por tanto, (m +1)? sumando en ambos lados de la igualdad, obtenemos que

m(m+1()3(2m+1) N 2

024124224324 421 2 4 (m+1)? =

_mm+1)2m+1)+6(m+1)"
B 6

(m+1)

Observemos que (m +1)es comin en ambos términos del numerador. Por tanto,

m(m+ 1)(2m+ 1)+6(m+ 1)2 N (m+ 1)[m(2m+ 1)+6(m+ 1)]
6 6

Luego, se aplica la propiedad distributiva:
(m+ D)[m2m+1)+6(m+1)] (m+1)[2m2+m+ 6m+6)]
6 B 6
_ (m+1)[2m° + Tm + 6]
= 6 .
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Factorizando la expresion 2 m?+7 m + 6 = (m + 2)(2m + 3) se tiene que

(m+1)2m*+Tm+6]  (m+1)(m+2) (2m+3)
6 - 6 ’

En la expresion anterior, es claro que m + 2 es el sucesor de m + 1. De igual manera,
2m + 3 es el sucesor de 2m + 2, luego

(m+1)(m+2)2m+3) (m+1)|[(m+ 1)+1][(2m+2)+1].

6 6
(m+D[(m+1)+11[(2m+2)+1]
6

En la expresion se tiene que 2m + 2 = 2(m + 1) de
modo que entra en juego el sucesor de m. Por tanto,
(m=+1)[(m+1)+1][©2m+2) + 1] (m+1)[(m+1)+1][20m+ 1)+ 1]
6 B 6

Asi, se ha demostrado la validez de la propiedad.

Operaciones con nUmeros naturales

Peano introduce la adicion, la multiplicacion y la potenciacion como definiciones 4,
5y 6, respectivamente, las cuales se presentan a continuacion como definiciones 1.8,
1.9 y 1.10, para mantener el consecutivo.

DEFINICION 1.8. Adicion de mimeros naturales (definicion 4 de Peano):
x,yENOx+(+1)=Cx+y)+1

La anterior definicion significa que si X, y son nimeros naturales y si (x,y) es otro
numero natural, (x,y) + 1 existe y es un niamero natural, el cual se define como el
sucesor de (x, y) [10].

Si bien al sucesor de x se nota por medio del nimero natural x + 1, se puede utilizar
el simbolo x*= x + 1. De este modo, sin, =8, n* =9.

La anterior definicion de suma, la podemos representar comox, yE Nox +y* = (x
+ y)*. En efecto, 6 + 5= (6 + 5)" = 12.

Mediante la definicion propuesta, Peano probo6 que la adicion de ntimeros naturales
cumple las siguientes caracteristicas:

Sia, by c €N, entonces
* a+b=>b+ c(conmutatividad);
* a+(b+c)=(a+b)+c(asociatividad);
* a+0=0+a=a(sedice que 0 es elemento neutro de la adicién);

* sia+b=c+bentonces a =c (cancelativa).
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DEermNICION 1.9. Multiplicacion de numeros naturales (definicion 5 de Peano):
xENDOx-1=x talquex,yENDx - (y+1)=x"y+x,
luegox - y'=x-y+ux.
En efecto, 4 x 5T =4x 5+ 4 = 24.

Al igual que la adicion, la multiplicacion de nimeros naturales cumple las siguientes
caracteristicas, expuestas y probadas por Peano [10]:

Si, entonces
* a-b=b"c (conmutatividad);
* a-(b-c)=(a-D) - c(asociatividad);
* a-1=1-a=a (sedice que 1 es elemento neutro de la multiplicacion), y

+ (distributiva de la multiplicacion respecto a la adicion).
DEermNicioN 1.10. Potencias de un numero natural (definicion 6 de Peano):
xENox'=x
xyEND ¥ =x"-x.
Tenemos, entonces, que 3*1=34-3 =81 -3 = 243,

Como se puede observar, las definiciones 1.9 y 1.10 (5 y 6 de Peano) son recursivas,
en el sentido de que se define para un primer niimero y luego se define para el sucesor
de un numero cualquiera con base en el nimero; pero no hay justificacién para este
tipo de definiciones en el sistema de Peano, pues su criterio de definicion es que el
lado derecho de una ecuacion de definicion es un «agregado de signos que tienen un
significado» y tampoco afirmo que estas definiciones fueran eliminables o deducibles
de la teoria.

La resta y la division no son operaciones, puesto que no siempre el resultado de sus-
traer un nimero natural de otro es un numero natural.

Ejemplo
2-5,9—23, 134 — 543,

Algo similar ocurre con la division. El cociente de dos numeros naturales no siempre
€s un numero natural.

Ejemplo

10+12,56+9,13 +7.
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A pesar de ello, en la practica, la division resulta especialmente util cuando el co-
ciente es un niimero natural. El concepto de divisor se utiliza de manera natural en
la construccion de otros conceptos de la matematica y, por tanto, adquiere un valor
supremamente importante.

DEFINICION 1.11 Sean y numeros naturales, con distinto de cero. Entonces, b divide a
a escrito b\a, si existe un numero natural c tal que a = cb. Se dice que b es un divisor
de a, o lo que es equivalente, a es un multiplo de b.

Si un numero natural tiene exactamente dos divisores, se llama primo. Si es distinto
de 1y no es primo, se llama compuesto.

PropPoOsSICION 1.2. Sean a, b, ¢, d € N, se cumplen las siguientes relaciones, en las cua-
les, el simbolo \ se lee «divide a»:

1. Si a\by bl\a, entonces a = b;
2. Si a\by b\c, entonces alc;
3. Si c\(a+b)ycla, entonces c\b;

4. Sialbyb, entonces a\bc.

Ilustremos estas propiedades mediante algunos ejemplos:

1. Si a\b y bla necesariamente a = b, ya que, de no ser asi, suponiendo que
a>b yque bla, es claro que a no puede dividir a b.

2. Como 319 y 9\27 entonces 3127.
3. Puesto que 41(20+8) y 4120 entonces 418.
4. Dado que 515 entonces 5\b - 15, es decir, 5 divide a cualquier multiplo de 15.

ProposicioN 1.3. Todo numero natural mayor o igual que 2, o es primo o es producto
de primos.

Esta proposicion se conoce como el teorema fundamental de la aritmética, y de ella
se desprenden algunas consecuencias. La primera implica que esta descomposicion en
factores primos es Unica, salvo el orden de los factores. La segunda alude al hecho de
que el conjunto de los nimeros primos es infinito.

Para ejemplificar la primera consecuencia, tenemos que el numero 486 se puede es-
cribir como:

486=2-3-3-3-3-3=21-3%

A proposito de esta ultima apreciacion, la descomposicion de un nimero natural com-
puesto mayor que 1, permite establecer también su nimero de divisores:
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En el ejemplo anterior, como 486 = 2! - 35, al tomar los exponentes de los factores
primos (2 y 3), es decir, 1 y 5, respectivamente, al sumar 1 a cada uno de ellos y
calcular luego su producto, se tiene que 486 tiene exactamente 12 divisores. Esto es,

A+1)-5+1)=2-6=12
En efecto, los divisores de 486 son
D, = 11,2,3,6,9,18,27,54,81,162,243,486}

En lo que respecta a la segunda consecuencia, Euclides demostro, desde la Grecia
clasica, que el conjunto de los nimeros primos es infinito. Para ello, supuso que este
conjunto es finito, es decir, se pueden contar sus elementos. Consideré un niimero
natural a de la forma: a=p,-p, - p, -... * p, + 1 con cada uno de los p, nimeros primos
e 7 un numero natural.

El ntimero a es el producto de todos los nlimeros primos mas 1. Si se divide a por
cualquiera de los primos del conjunto, vemos que el residuo siempre es 1. Es decir, a
no tiene como divisor a ninguno de estos primos.

Si fuese primo, existiria un elemento mas del conjunto de los nimeros primos y no hay
mas. Por tanto, no es primo y debe tener algiin divisor primo, algo que no es posible,
porque el resto de la division por cualquier nimero primo siempre es 1.

Euclides describid algunas estrategias para obtener numeros primos. Por ejemplo,
al considerar los primeros tres numeros primos (2, 3 y 5) su producto es un niimero
compuesto (30). Sin embargo, al sumarle 1 a dicho resultado, este sera un nimero
primo (31). De manera similar ocurre con otros numeros.

Asi, el producto de los primeros diez numeros primos es
2:3:-5-7-11-13-17-19 23 =223092870.
Su sucesor, el nimero 223092871 es, en efecto, un numero primo.

Decidir si un niumero natural dado es primo o compuesto no siempre es una tarea senci-
lla. Sin es un nimero natural muy grande, probar que n inicamente puede ser divisible
por 1 y por si mismo es complejo y requiere de una cantidad elevada de calculos.

Es posible determinar si un nimero n es primo o compuesto tomando todos los
divisores menores a la Vn, como se observa en la proposicién 1.4.

ProposicioN 1.4. Sean :a, b,n €N, a>1,b>1yn>1:
1) Si n=ab entoncesa < nob < n.

2) Si n no tiene divisores primos menores o iguales a \/ n, entonces n es primo.
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Por ejemplo, 131 es primo, porque no es divisible entre ninguno de los niimeros
primos menores que \/ 131 ~ 11,4. En efecto,

131 +2=65yresto 1,
131 +3 =43 yresto 2,
131 +5=26yresto 1,
131 +7=18 yresto 5,
131 +11 =11y resto 10.

Algunos niimeros naturales tienen un comportamiento bastante interesante. Por ejem-
plo, aquellos niimeros de la forma 2"—1 adquieren especial interés cuando se desea
determinar si son primos o no. A los nimeros primos de esta forma se les conoce como
primos de Mersenne [12].

Se denominan asi en memoria del filésofo del siglo XVII Marin Mersenne (1548-
1648), quien en su obra Cognitata physico-mathematica enunci6 una serie de postula-
dos sobre ellos que solo pudo refinarse tres siglos después. También compild una lista
de niimeros primos con exponentes menores o iguales a 257, y conjetur6 que eran los
unicos numeros primos de esa forma. Su lista solo resultd ser parcialmente correcta,
ya que, por error, incluy6 los nimeros 67 y 257, que son compuestos, y omitid los
nameros 61, 89 y 107, que son primos. Ademas, su conjetura se revelaria falsa con
el descubrimiento de niimeros primos de Mersenne mas grandes. No proporciond nin-
guna indicacion de como dio con esa lista, y su verificacion rigurosa solo se completd
mas de dos siglos después.

A continuacion, se presentan algunos numeros de la forma 2"— 1 con el proposito de
observar si son primos o no lo son:

22— 1= 3: primo,
23— 1=7: primo,
24—1=15: compuesto,
25— 1=31 primo,
26— 1 =63 compuesto,
27— 1 =127 compuesto.

A la fecha de publicacion de este libro, el numero primo mas grande de Mersenne
conocido es 28%9%—1_descubierto en diciembre de 2018, para un total de 51 primos
de Mersenne.
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Cdlculos en WolframAlpha

Podemos determinar la descomposicion factorial de un nimero natural dado en facto-
res primos, mediante el uso del comando factor(n) (figura 1.13).

3% WolframAlpha:

factor(100) 8

Q NGUAJE NATURA [f,sn‘macn MATEMATICA [ TECLADO EXTENDIDO 333 EJEMPLOS % CARGAR 34 ALEATORIO

Se asume que "(100)" estd referido a matemdticas | Alternativa: (" comao referido a mateméticas

Se asume que "factor” esta referido a un calculo de factorizacion | Alternativa: un:

Interpretacion de la entrada

factorizar 100

Resultado

2

.
x5

Divisores

112451020 25|50 100

& Descargar pagina Potenciado por WOLFRAM LANGUAGE

Figura 1.13. Descomposicion factorial de un numero natural dado en factores primos,
mediante el uso de WolframAlpha.

(Wolfram|Alpha, «factor(100)» Wolfram Alpha LLC. https://www.wolframalpha.com/inpu-
t?i=factor%28100%29&Ilang=es [acceso: 22 de marzo, 2023]).

Con esta interesante herramienta podemos saber, ademas, si un nimero dado es primo
0 no, asi como determinar todos sus divisores.

Maximo comun divisor

Sean a y b dos numeros naturales mayores que cero. El mayor de todos los divisores
comunes de a y b recibe el nombre de maximo comun divisor. Suele notarse mediante
la expresion MCD(a,b) o simplemente (a,b). Si dados dos nlimeros naturales a y b se
tiene que (a,b) = 1, se dice que a y b son primos relativos. De este modo, 4 y 5 son
primos relativos, puesto que el unico divisor que conservan en comun es 1.
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A manera de ejemplo, para hallar el MCD entre 320, 454 y 380, se encuentran sus
divisores comunes mediante su descomposicion en factores primos:

320 454 380 |2
160 227 190 |2
80 114 95

Notese que 80, 114 y 95 no tienen mas divisores en comun. Por tal razon,
MCD(320, 454,380)=2x2=4
Aplicacion

Cierta empresa elabora tres tipos de aceite, cada uno con caracteristicas de calidad
diferentes. Del primer tipo, en un dia, se producen 5600 litros; del segundo, 7650
litros, y del tercero, 8900 litros. Cada producto se desea envasar en contenedores del
mismo tamario. ;,Cual debe ser la capacidad maxima de cada contenedor para que los
tres tipos de aceite queden almacenados en igual cantidad sin desperdiciar absoluta-
mente nada?

Solucion

Calculamos el maximo comun divisor de 5600, 7650 y 8900:

5600 7650 8900 (2
2800 3825 4450 |5
560 765 890

112 153 178

E1 MCD(5600, 7650, 8900) =2 x 5 x 5 =50, lo que implica que la capacidad méaxima
de cada contenedor ha de ser 50 litros para el almacenamiento de cada tipo de aceite.

Minimo comun multiplo

El menor de los multiplos comunes de dos nimeros naturales y , se denomina el mi-
nimo comun multiplo de a y b, el cual se escribe MCD(a, b) o [a, b].

Puesto que el minimo comun multiplo de dos nimeros no es otra cosa que el mas pe-
quefio de sus multiplos comunes, para calcularlo se descomponen ambos niimeros en
su totalidad, para luego multiplicar los factores primos obtenidos. Si ambos numeros
se descomponen de manera simultanea, se escribe un divisor de modo tal que divida
al menos a uno de los dos ntimeros dados, para luego continuar con el proceso hasta
que ambos numeros se conviertan en unos. De este modo, a manera de ejemplo, cal-
culemos el MCD(32, 42)
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32 42
16 21
8 21
4 21
2 21
1 21

N W NN NN

Por tanto, MCD(32,42) =2 X2 x2 x2Xx2x3x7=672

Esto significa que entre todos los multiplos comunes de 32 y 42, el menor de ellos
es 672.

Aplicacion

Una empresa posee tres sucursales distintas A, B'y C. Cuando el sistema operativo de
alguna de las sucursales es reiniciado, todas las computadoras dejan de funcionar por

un tiempo. De este modo, las otras dos sucursales deben asumir las tareas inconclusas
de la otra sucursal.

Si los ingenieros plantean que el sistema operativo de la sucursal A es reiniciado cada
36 dias; el de la sucursal B, cada 40 dias, y el de la sucursal C, cada 56 dias, ;cuantos
dias han de pasar para que los tres sistemas se reinicien al mismo tiempo?

Solucion

Al calcular el minimo comtn multiplo de 36, 40 y 56, se tiene que

36 40 56 2
18 20 28 2
9 10 14 2
9 5 7 3
3 5 7 3
1 5 7 5

1 7 7

1

Por tanto,

MCD(365, 40, 46) =2°x 32 x 5 x 7=2520
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Entonces, se concluye que todas las computadoras dejaran de funcionar por un tiempo
al cabo de 2520 dias.

Cdlculos en WolframAlpha
* Calcular el MCD de 243 y 405.

En WolframAlpha, se introduce el comando gcd(243,405), forma abreviada de la
expresion en inglés (greatest common divisor); con ello, se calcula su maximo comiin
divisor. Se puede visualizar la descomposicion factorial de cada uno de los nimeros
dados (figura 1.14).

% WolframAlpha

ged(243,405) =]
£ LENGUAJE NATURAL | [F5 ENTRADA MATEMATICA FHl TECLADO EXTENDIDO 333 EJEMPLOS % CARGAR 4 ALEATORIO
Entrada
MCD(243, 405)
Resultado | [¥4 Solucicn pase

81
Factorizaciones de nimeros primos
243=73"

4

405=3"%5

& Descargar pagina Potenciado por WOLFRAM LANGUAGE

Figura 1.14. Calculo del maximo comun divisor en WolframAlpha.
(Wolfram|Alpha, «gcd(243,405)» Wolfram Alpha LLC. https://www.wolframalpha.com/inpu-

t?i=gcd%28243%2C405%29&lang=es [acceso: 28 de marzo, 2023]).

» Calcular el MCM de 200 y 420.

En WolframAlpha, se introduce el comando 1em (200, 420), forma abreviada de la
expresion en inglés (least/lowest common multiple); con ello, calculamos su minimo
comun multiplo (figura 1.15).
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% WolframAlpha

lem(200, 420) 8|

¥ LENGUAJE Na AL| [fa ENTRADA MATEMATICA B8 TECLADO EXTENDIDD 323 EJEMPLOS % CARGAR 34 ALEATORID

Entrada

mem(200, 420)

Resultado [ Solucién paso a paso |

4200
Factorizaciones de numeros primos
3 2
200=2 x5
420 = 22« 34547 @ Aumentar & Datos @ Personalizar = A Texto simple

A Descargar pagina Potenciade por WOLFRAM LANGUAGE

Figura 1.15. Calculo del minimo comun multiplo en WolframAlpha.

(Wolfram|Alpha, «lcm(200, 420)» Wolfram Alpha LLC.. https://www.wolframalpha.com/
input?i=lcm%28200%2C%E2%80%89420%29 [acceso: 22 de marzo, 2023]).

Los nUmeros enteros

Los nimeros son los elementos de todas las cosas
siendo el cielo armonia y numero

PITAGORAS

Los nimeros negativos se remontan al siglo V en Oriente, pero llegan a Occidente
solo hasta el siglo XVI. En Oriente, se manipulaban tanto nimeros positivos como
negativos mediante el uso efectivo del abaco, tablillas o bolas de distintos colores. En
la practica, los chinos utilizaron los numeros negativos, pero no pudieron dar un sig-
nificado concreto al resultado derivado de una ecuacion cuyo resultado fuese menor
que cero. Fue la cultura india, que al emplear créditos y débitos en sus intercambios
comerciales dio un significado a estos ntimeros, usando simbolos para su representa-
cioén numérica.

Los griegos, por otra parte, utilizaron magnitudes negativas en el desarrollo de sus
teoremas en algebra geométrica, de manera implicita, en los procesos asociados a
restas, aplicando la propiedad distributiva como se muestra en la figura 1.16.
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Figura 1.16. Aplicacion de la propiedad distributiva en un rectangulo.
Para calcular el area del rectangulo en rojo, utilizaron la expresion
(a—b)(c—d)y=ac—ad— bc + bd,
dejandolos como restas indicadas.

Sin embargo, fueron los hindues los encargados de interpretar las cantidades negativas
mediante el planteamiento de reglas y estrategias de solucion.

Los niimeros negativos llegaron a Europa a través de textos arabes, tal y como se
presentaron los nlimeros naturales. Sin embargo, la mayoria de los matematicos de los
siglos XVI y XVII no los aceptaban como nimeros, a pesar de su gran utilidad en la
solucion de célculos financieros o la resolucion de ecuaciones. Fue solo hasta el siglo
XIX cuando los numeros naturales se constituyeron en la base de las matematicas, de
tal modo que los demas numeros son construcciones formales basadas en operaciones
y combinaciones finitas justificadas [13].

Construccion de los nUmeros enteros a partir de
los nUmeros naturales

El proposito de este apartado es estudiar la implementacion de una relacién de equiva-
lencia definida sobre el producto cartesiano N X N, que permita construir el conjunto
de los numeros enteros.

Para construir el conjunto de los niimeros enteros a partir de los nimeros natu-
rales, se considera el producto cartesiano N x N = {(a, b) / a, b € N. Si se considera
un sistema cartesiano determinado por dos semirrectas perpendiculares entre si, de
tal manera que sobre cada una de ellas disponemos los nimeros naturales, podemos
construir parejas ordenadas, como se puede apreciar en la figura 1.17.
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A
(0,5)
(0,4) D E F G H |
o o o o o o
(1,4) (24) (3,4) (44) (54) (64)
(0,3)
(0,2)
(0,1)
B
(0,0) (1,0) (2,00 (3,00 (40) (50)

Figura 1.17. Disposicion de parejas de numeros naturales en el plano cartesiano.
(Grafica elaborada con GeoGebra, software libre disponible en https://www.geogebra.org).

Sea R una relacion definida sobre el producto cartesiano N x N (ver definicion 1.3)
como (a, b) R (c, d) siy solamente si @ + b = b = c. Esta es una relacion de equiva-
lencia en la cual distintas parejas representan el mismo punto. Por ejemplo, (1, 3) R
(4, 6), porque 1 + 6 =3 + 4. Andlogamente, se pueden encontrar infinitas parejas que
cumplen esta condicion:

(1,3)R(5,7), porque 1 +7=3+5,

(1,3)R (6, 8), porque 1 + 8 =3 +6,

(1,3)R(7,9), porque 1 +9=3+7,
(1,3)R(8, 10), porque 1 + 10 =3 + 8§,
(1,3)R(9, 11),porque 1 + 11 =3 +9.

Notese que R es una relacion de equivalencia:
a. Es reflexiva. Para todo (a, b) € N x N, (a, b) R (a, b).

Esta proposicion implica que se debe probar que (a, b) R (a, b). para toda pareja de
nimeros naturales.

En efecto, (a, b) R (a, b), puesto que (a, b) R (a, b) implica que a + b = a + b (defini-
cion de la relacion) (1)

Entonces, a + b =a +b, aplicando la conmutatividad en (1) (definicion 1.4). (2)

b. Es simétrica. Para todo a, b, ¢, d € N, si (a, b) R (¢, d) si entonces
(¢,d)R (a,b),puestoque(a,b)R(c,d),a+d=b +c (definicion de larelacion). (2)
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Como a+d=b +csetiene que b+ c=a +dlaigualdad es una relacion simétrica.(3)
Aplicando la conmutatividad en (3), b+ c=a +dimplicaquec+b=a +d. (4)

luego (¢, d) R (a, b).

c. Es transitiva. Para todo a, b, ¢, d, e, fG N, si(a, b) R (c, d) siy (c, d) R (e, f)
entonces (a, b) R (e, f).

Si (a,b)R(c,d)y (c,d) R (e, f), entonces,a+d=b +c,yc+f=d +e.(5)

Sumando los términos correspondientes de ambas expresiones a ambos lados de la
igualdad, se obtiene quea+d+c +f=b +c +d +e(6)

Y aplicando la propiedad cancelativa de la adicion en (6), resulta que a +f=b +e,
(definicion 1.4).

Finalmente, (a, b) R (e, f).

Al respecto, se plantean a continuacion algunas consideraciones:

» Las parejas ordenadas (1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), etcétera, pertenecen a la clase
de equivalencia de (0, 0), puestoque 0+ 1=0+1,0+2=0+2,0+3=0+
3, etcétera. Puede afirmarse entonces que [0, 0] = {(0, 0), (1, 1), (2, 2), (3, 3),
(4, 4),...}. En consecuencia, la pareja ordenada (0, 0) es la representante de
un conjunto infinito de parejas que son equivalentes a ella. En adelante, a esta
clase de equivalencia [0, 0] se la denotara con el simbolo [0, 0] y se llamara el
0 entero.

* Laclase [1, 0] = {(1, 0), (2, 1), (3, 2), (4, 3), (5, 4),...}representa ¢l 1 entero
mientras que la clase [0, 1] = {(0, 1), (1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 5),...} representa
al —1 entero.

» Cada pareja (a, b) pertenece a una y solamente una clase de equivalencia. Por
ejemplo. Por ejemplo, (5, 9) € [0, 4] la cual representa al —4 entero.

» Todo numero entero positivo a estara representado por la clase de equivalencia
[a, 0]; analogamente, todo entero negativo —a estara representado por la clase
de equivalencia [a, 0].

* El opuesto de un nimero entero [a, 0] es [0, a].
Los nameros enteros son consecuencia de una relacion de equivalencia construida
sobre el producto cartesiano . Este conjunto se representa por medio del simbolo Z,

por tratarse de la primera letra de la palabra zah/, ‘nimero’, en aleman, y se representa
como

Z=1{..—n ., 4, -3,-2,-1,0,1,2,3,4,...,n,..}.
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Es importante precisar que el cardinal de los nimeros naturales es igual al cardinal de
los nimeros enteros y, por consiguiente, se pueden poner en correspondencia uno a
uno los elementos de ambos conjuntos numéricos.

Operaciones entre nUmeros enteros

Una vez construido el conjunto de los numeros enteros, se procede a definir la adicion
y la multiplicaciéon de nimeros enteros. Notese en primer lugar que, dado que un
numero entero es un par ordenado obtenido a partir de una relacion establecida sobre
los nimeros naturales, la suma de dos ntimeros enteros ha de definirse como una de
tales relaciones.

DEFINICION 1.12. Adicion de nimeros enteros

Se utilizard el simbolo @ para representar la suma de dos nimeros enteros, como
sigue. Es importante precisar que el simbolo se utilizo para definir la suma de dos
numeros naturales y no debe confundirse con la suma de numeros enteros: si [a, b] y
[c, d] son dos clases de numeros enteros, [a, b] ® [c, d] = [a + ¢, b +d].

En efecto. [0,8] @ [7,0]=[0 + 7,8 + 0] = [7,8] = [0,1]. De manera natural, utilizamos
la definicion de la suma entre nimeros enteros simplemente como —8 + 7 =—1.

La suma [a, b] ® [c,d] =[a + ¢, b+ d] esta definida en términos de las sumas de los
componentes de las parejas ordenadas, a + ¢, b + d, pero estas son sumas de nimeros
naturales que ya han sido definidas. Notese que el simbolo @ representa la suma
de nameros enteros, evitando asi la confusion con la suma entre nimeros naturales,
revisada anteriormente (definicidén 4). Sin embargo, se pone de manifiesto que en la
operacion —8 + 7 = —len realidad estamos sumando clases de nimeros enteros y que,
si bien el simbolo + se usa en la practica sin distincion entre la suma de nimeros natu-
rales y la de numeros enteros, este no se debe concebir de la misma forma para ambos
conjuntos nuMEricos.

DEermNicioN 1.13. Multiplicacion de numeros enteros

Se designara el simbolo @ para representar el producto de dos numeros enteros. Al
igual que con la adicion, es importante precisar que para definir la multiplicacion
de dos mimeros naturales se ha utilizado como simbolo el punto medio (*) y que esta
operacion no debe confundirse con el producto de nimeros enteros:

[a,b]® [c,d]=[a-ctb-d a-d+b-c]

Notese que [0,5] D [6,0]1=[0-6+5-0,0-0+5-6]=[0,30] =[0,30]. Esto implica
que —5 ® 6 =-30.

Al igual que con la suma, se introduce un nuevo simbolo, @, para notar es que es
una operacion nueva, definida sobre el conjunto de los nlimeros enteros y que, si bien
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involucra en los calculos la multiplicacion entre nimeros naturales, no es la misma
operacion. En la practica, se suele escribir, por ejemplo, —5 - 6 = —30. Esta simbologia
es correcta siempre que se sea consciente de que el simbolo se ha definido, de una
forma, como producto de dos niimeros naturales y, de otra forma, como producto de
nimeros enteros.

Cabe anotar que la resta entre numeros naturales es un caso especial de la adicion, por
lo que se define de la siguiente forma: a © b =a @ (—b).

Enefecto, laoperacion—6 & (— 8) lapodemos expresar como [0,6] @ [0,8]=[8,6]=[2,0],
luego — 6 © (—8) = 2. Utilizando terminologia conocida por el estudiante, se dice que
—6 — (—8) =2, siempre que se haga evidente que el signo menos se usa para notar una
operacion y la negatividad de un niimero entero, en este caso, —8.

Estructura de orden

Dados dos numeros enteros [, b]y [c, d] se cumple una y solo una de las tres siguien-
tes condiciones (ley de la tricotomia):

1. [a b]<]|c d].
2. [a b]=]c d]
3. a, b]>]c d].

La relacion de orden sobre los niimeros enteros se define de la siguiente manera:
[a, b] <[c, d] siempre quea+d<b=c
Ast, por ejemplo, [0,9] <[7,0], porque 0 + 0 <9 + 7. Tenemos que, en efecto, =9 <7
A continuacion, algunos ejemplos:
[0,10] < [0,8], porque 0 + 8 <10 + 0. Por tal razon, =10 <—8.
[2,6] =[5,9], porque 2 + 9 = 6 + 5. En consecuencia, 4 = 4.

[13,8]>[17, 15], porque 13 + 15> 8 + 17, luego, 5 > 2.

Aritmética modular

A través de la historia, la aritmética modular ha influido en diferentes momentos y
esferas de la actividad humana, como la teoria de numeros, el algebra abstracta, la
criptografia, las artes visuales y la musica, entre otras. Actualmente, en la era de la
tecnologia, ha cobrado especial importancia, debido a la necesidad de las grandes em-
presas de conservar su informacién de forma segura y de tener acceso facil y rapido
a ella. Esto, precisamente, se logra a través del uso de codigos, en los que se aplica la
factorizacion de nimeros grandes.
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A continuacidn, se refieren los conceptos basicos de la aritmética modular
DEerFNICION 1.14 Sean a, b € . con b > 0. Entonces, existen enteros q y r tales que
a=bqg+rcon0<r<ba.

Los enteros q y r son inicos y son denominados usualmente como el cociente q y el
residuo r de la division.

Se puede observar que, para a =342y b =46,
342 =46 x 7+ 20.

Notese que, parael casode a=342yb=157,
342 =57 x 19.

y, en consecuencia, b divide a a.

DEeFINICION 1.15. En Z, para un numero dado n, se define la relacion de congruencia
pora =b (modn) siy solo sin dividea a - b.

. . . a—0 _
A se le llama médulo de congruencia, y es necesario que = k para que ocurra

n
tal relacion. Obsérvese que a — b = nk 'y, por tanto, a = nk + b.

Si ya=13yb=5, tenemos que 13 =2 x 5,lueg01375_3: 2.

En consecuencia, 13 = 3 (mod).

Considérese el conjunto [a] =[x € Z | x = a mod (n)}.

Como x € [a], entonces a — x = nk para algun entero k.

Sin embargo, en general, se desconoce si x es el residuo de esta division.
Al hacer la division entre a y n, resulta que a = nk + r.

De este modo, a — » = nk y, en consecuencia, a = r (mod n).

Entonces, para cualquier x € [x], se tiene que @ = x (mod n) y, por tanto, x = r
(mod n). Esto significa que x — r = ng, por lo que x =ng +r con 0 <r<n, es decir, el
residuo de dividir cualquier x € [a] por n es el mismo residuo » que resulta de dividir
a entre n.

Puesto que n es un nimero entero fijo, hay una cantidad de posibilidades finita para el
residuo 7, que se obtienen al dividir a entre n:

r=0,1,2,3,..,n-1.
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Por lo tanto, se tienen en total clases distintas, llamadas también clases residuales
modulo n, a saber:

(0, (11, [2], 3], ..., [n = 1].
Ejemplos
Sean las clases residuales modulo 7:
[0] = {0,7,14,21,28,35,...},
[11={1,8,15,22,29,36,...},
[2] = {2,9,16,23,30,37,...},
[3]1={3,10,17,24,31,38,...},
[4] = {4,11,18,25,32,39,...},
[5]={5,12,19,26,33,40,...},
[6] = {6,13,20,27,34,41,...}.
Se puede observar que, si se escribe la clase residual de 7, se obtiene
[71={0,7,14,21,28,35,...}.
Y, por tanto, [0] = [7].
En ese sentido, se identifican en total 7 clases residuales modulo 7.

Valga anotar que cada numero entero, bien sea negativo, positivo o cero, pertenece
a una y solamente una clase residual modulo n. Por ejemplo, -8 € [6], puesto que 7
divide a 6-(-8) y, por tanto, 6=7%2-8.

Usualmente, se escogen a € [a] y b €[b] como representantes de las clases respectivas.
Por tal razon, podemos definir dos operaciones fundamentales entre clases residuales
modulo 7.

DEerFNICION 1.16. Adicion de clases residuales modulo n Para sumar dos clases re-
siduales modulo n, se eligen los representantes de cada clase y se realiza la suma
correspondiente en 7. Luego, se toma la clase de equivalencia correspondiente
[a + b] (considerando + como la suma usual definida en 7).

En ese sentido, podemos construir una tabla de operacion para la suma de clases resi-
duales médulo 5 (tabla 1.3).
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Tabla 1.3. Tabla de operacion para la suma de clases residuales médulo 5

+ 0 1 2 4
0 0 1 2 3 4
1 1 2 3 4 0
2 2 3 4 0 1
3 3 4 0 1 2
4 4 0 1 2 3

Observemos que [2] + [4] =[2 + 4] =[6]. Sin embargo, 6 = | (mod 5) y, por tanto,
[2] + [4] =[2 + 4] =[6] = [1], como se puede verificar en la tabla.

Notese que la suma de clases residuales modulo 12 conserva la misma arit-
mética que se utiliza para un reloj de manecillas de 12 horas. Por ejemplo,
[8] + [6] =[8 + 6]=[14]. Dado que 14 = 2 (mod 12), tenemos que [8] + [6] = [2].

DermNicioN 1.17. Multiplicacion de clases residuales modulo n. Al igual que en la
suma, para calcular el producto de dos clases residuales modulo n, se eligen los re-
presentantes de cada clase y se realiza la multiplicacion correspondiente en Z. Luego,
se toma la clase de equivalencia correspondiente [a X b] (considerando x como el
producto usual definido sobre Z).

En la tabla tabla 1.4 se presenta la multiplicacion de clases residuales modulo 5.

Tabla 1.4. Tabla de la multiplicacion de clases residuales modulo 5

X 0 1 2 3 4
0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4
2 0 2 4 1 3
3 0 3 1 4 2
4 0 4 3 2 1

Notese que [3] % [4] =[3 x 4] =[12], Sin embargo, 12 = 2 (mod 5) y, por tanto,
[B] < [4]1=1[3 x4]=[12]

Se observa que cada clase residual modulo 5 tiene un inverso para la multiplicacion.
Esto significa que, para cada clase residual [:_}] # [0] , existe una clase residual [b] tal
que. [a] % [b] =[1]. En efecto,

(11> [1]=[1],
(2] x [3]=[1],
[31 < [2] = [1],
[4] < [4] = [1].
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Congruencias lineales

Sea n un niimero entero fijo. Una congruencia lineal es una congruencia de la forma
ax = b (mod n), con a y b nimeros enteros y [a] # [0].

Esto significa que @ # 0 y x es un niimero entero indeterminado que requiere ser cal-
culado. Por tanto, resolver la congruencia lineal ax = b (mod n), equivale a calcular el
valor de x que satisfaga la congruencia dada.

Por ejemplo, se puede resolver la congruencia 2x = 3 (mod 5), utilizando los inversos
moédulo 5 descritos en la seccion anterior.

Para calcular el valor de x, basta con multiplicar por el inverso de 2 en ambos lados
de la congruencia:

2x = 3 (mod 5).

Luego, al multiplicar por 3, el inverso de 2,2 - 3x = 3 - 3 (mod 5), se obtiene que
6x = 9 (mod 5).

Puesto que 6 = 1 (mod 5) y 9 = 4 (mod 5) y tenemos que
X =4 (mod 5).

Por tanto, x = 4 (mod 5) es solucion de la congruencia 2x = 3 (mod 5).

En efecto, 2 - 4 = 3 (mod 5), puesto que 8 = 3 (mopd 5).

Sin embargo, hallar la soluciéon de una congruencia lineal no siempre es posible. Se
debe garantizar que las clases residuales tengan inverso en un modulo determinado
y, desafortunadamente, esto no siempre ocurre. Por ejemplo, en las clases residuales
modulo 4 ocurre lo siguiente:

[2]>[0]={0],
[2]>[1]=(2],
[2]>[2]=(0],
[21>[3]=2].

Se puede verificar que la clase residual del 2 no tiene inverso. Por lo tanto, una con-
gruencia de la forma 2x = 3 (mod 4) no tiene solucion.

Para determinar si una congruencia lineal es soluble, basta con garantizar que el mo-
dulo es un niimero primo.
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Como ejemplo de ello, se presenta a continuacion la tabla de la multiplicacion para
las clases residuales modulo 11 (tabla 1.5). Notese que cada clase residual tiene un
inverso. Se han resaltado con color amarillo las casillas donde aparece 1 como resul-
tado. Esto se debe a que 11 es un nimero primo y se cumplen las condiciones dadas.

Tabla 1.5. Tabla de la multiplicacion para las clases residuales médulo 11

x| 01|23 [4|5|6]|7]|8]|9]10
ojofojojojojofojojojoj|o
1rjof(1 |2 3|4]|5(6]|7|8]9]10
21012468101 |3]|5[7]9
310(3]6|9|1|4|7]10]2]|5]8
4104|811 [5]9|2]6]|10]3]7
510510493 ]|8[2]|7|1]|6
60|61 |7[2[7]|3[9]4]|10|35
710171310629 |5|1|8|4
80| 8| 52|10, 7[4|1[9]6]3
910|917 31|10 8]6]|4]2
100|109 (8| 7|6[|5|4|3]2]1

Célculos en WolframAlpha

La posibilidad de resolver congruencias cuadraticas se facilita con WolframAlpha.
Se trata basicamente de calcular el inverso de una clase residual médulo n y resolver
luego el producto indicado.

Por ejemplo, para resolver la congruencia lineal 45 x = 1000 mod (101), se
calcula el inverso de 45 mod 101. Para ello, usamos el comando powermod
(45, — 1,101), indicando el nimero y el mddulo en el cual se esta trabajando (figura
1.18).
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2% Wolfram

powermad(45,1,101) (=]

. m RADA MATEMATICA 4 .
£ Jf2 ENTRADA MATEMATICA ADO EXTEND 3 £ CARGAR 3¢

Entrada
45' mod 101
Resultado
45

Recta numérica

Nombre del ndm:é

cuarenta y cinco

Enteros congruentes con 45 madulo 101 Masg
146, 247, 348, 449, 550, 651, 752, 853, 954, 1055,

Potenciado por WOLFRAM LANGUAGE

Figura 1.18. Calculo del inverso de 45 mddulo 101 en WolframAlpha.
(Wolfram|Alpha, «powermod(45,1,1201)» Wolfram Alpha LLC. https://www.wolframalpha.
com/input?i=powermod%2845%2C1%2C101%29&lang=es [acceso: 28 de marzo, 2023]).

En este caso particular, el inverso de 45 (mod 101) es 9. Por tanto, multiplicando en
ambos lados de la congruencia por 9, tenemos que
45x - 9 = 1000%9 (mod 101),
45 - 9x =1000%9 (mod 101),
X = 9000 (mod 101).
Dado que 9000 = 101 - 9 + 91, resulta que
X = 91 (mod 101).

La funcidn phi de Euler

Anteriormente se definié que dos niimeros naturales son primos relativos siempre
cuyo maximo comun divisor sea 1. Por ejemplo, 5 y 12 son primos relativos, pero 6
y 15 no son.
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Leonhard Euler (1707-1783), gran matematico nacido en Basilea, Suiza, conocido
por sus numerosos aportes en diversas ramas de la matematica, definio en particular
la relacion conocida como la funcion phi (¢) de Euler, que se presenta a continuacion.

DermNIcION 1.18. Dadon n € N, se define o(n) como la cantidad de numeros naturales
menores o iguales a n que son primos relativos con el propio n.

Por ejemplo, ¢(14) = 6, ya que hay seis nimeros naturales menores que 14 que son
primos relativos con dicho numero.

Para dar significado a esta definicion, considérese el conjunto S determinado por todos
los numeros naturales a menores que 14 para los cuales MCD(a, 14) = 1.

En este caso, se tiene que
S={1,3,5,5,9,11, 13}

Puesto que siempre se debe considerar el 1, se tiene que ¢(1) = 1. Por otra parte, si
es un numero primo, ¢(p) = p — 1, ya que, al ser primo, todos los nimeros naturales
menores que ¢l son primos relativos con p. Por ejemplo, ¢(11), dado que el conjunto
S determinado por todos los nlimeros naturales a menores que 11 para los cuales es
MCD(a,11)=1 es S = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.

Ahora bien. La funcion phi de Euler es multiplicativa.

Esto significa que ¢(n - m) = o(n) - ¢(m).

Considérese el siguiente ejemplo:

Sin=21, tenemos que S = {1,2,4,5,8,10,11,13,16,17,19,20}.
Por tanto, ¢(21) = 12.

Puesto que al descomponer en factores primos a 21 se obtiene que 21 =3 - 7, resulta
que 21)=093) - o(7)=2-6=12.

Criptografia y clave publica RSA

En 1978, Ronald L. Rivest, Adi Shamir y Leonard Adelman, en el Instituto de Tec-
nologia de Massachusetts (MIT, por sus siglas en inglés), mediante la implementa-
cion practica de una idea de Hellman, desarrollaron el sistema criptografico conocido
como RSA (por las siglas de los apellidos de sus autores). Se trata de un sistema de
clave publica con un sistema de encriptacion exponencial.

El sistema RSA crea sus claves de la siguiente forma:

* Se buscan dos numeros primos lo suficientemente grandes: p y q (de entre 100
y 300 digitos).
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+ Se obtienen los nimeros y n=p - gy @®n) =) - ¢(q) = (p - 1)(g - 1).
* Se busca un numero e tal que no tenga multiplos comunes con @(n).
* Secalculad e =1 (mod @(n)).
* Se dice que d es la clave publica y d es la clave privada. También se hace

publico el nimero e, necesario en el proceso empleado en el algoritmo.

La clave publica RSA funciona como se describe a continuacion.

En primer lugar, para encriptar un mensaje, se asigna un nimero a cada una de las
letras del abecedario, tal como se muestra en la tabla 1.6.

Tabla 1.6. Ejemplo de clave publica RSA

A B C D E F G H I J K L M
65 66 67 68 69 70 71 72 73 74 75 76 77

N (6] P Q R S T U v \ X Y V4
78 79 80 81 82 83 84 85 86 87 88 89 90

Enseguida, se encripta un mensaje.

Por ejemplo, el mensaje «La matematica es la reina de las ciencias», usando la clave
publica RSA, queda transcrito del siguiente modo:

7665 77658469776584736765 6983 7665 8269737865 6869 766586 67
73697867736583.

Luego, se eligen dos niimeros primos. De tal manera que n =p - q.

Lo ideal es seleccionar primos lo suficientemente grandes, para que el mensaje
quede mas seguro. Para ejemplificar la situacion, se toman los nimeros primos y (el
estudiante debe comprobar que, en efecto, ambos nimeros son primos).

Luego, se calcula la funcion ¢(r). Puesto que n = p - ¢, tenemos que
o) = o(p) - o(q) =222-336 = 74592.

A continuacion, se selecciona un niimero e tal que MCD(e, ¢(n)) = 1. Para este caso
en particular, se escoge (comprobar que el MCD de ambos numeros es 1, utilizando
WolframAlpha).

Luego, se calcula e = 1 (mod ¢(n)):

d- 51347 =1 (mod 74592).
En tal caso, se tiene que d = 40667 (mod 74592).
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Finalmente, ese encripta el mensaje utilizando la expresion ¢ = m* (mod n), donde
m es cada uno de los numeros asignados a las letras del abecedario seglin la clave
publica RSA. Se procede del siguiente modo:

Puesto que L =76, se tiene que a = 76°3*7 (mod 75151).

En WolframAlpha, se obtiene el resultado que se muestra en la figura 1.19.

& WolframAlpha

powermod(76,51347,75151) Bl
Bk LENGUAJE NATURAL | JF5 ENTRADA MATEMATICA B TECLADO EXTENDIDO 33! EJEMPLOS % CARGAR 3@ ALEATORIC
Entrada

76> %" mod 75151
Resultado

60782

Recta numérica

45000 50000 55000 GO000 000 70000 75000

Nombre del nimero Palabras y numerales
sesenta mil setecientos ochenta y dos
Enteros congruentes con 60782 madulo 75151 Mas

135933, 211084, 286235, 3612386, 436537,
511668, 586839, 661990, 737 141, 812292,

&, Descargar pagina Petenciado por WOLFRAM LANGUAGE

Figura 1.19. Encriptacion en WolframAlpha.

(Wolfram|Alpha, «powermod(76,51347,75151)» Wolfram Alpha LLC.
https://[www.wolframalpha.com/input?i=powermod%2876%2C51347%2C75151%29&lan-
g=es [acceso: 28 de marzo, 2023]).

Por tanto, el valor de L es 60782.

En consecuencia, una vez realizado el proceso completo, el mensaje encriptado sera
el siguiente:

60782 5218 34125 5218 22263 32193 34125 5218 22263 4956 61702 5218
32193 28077 60782 5218 59995 32193 4956 18380 5218 71834 32193 60782
521828077 61702 4956 32193 18380 61702 4956 5218 28077.

(El estudiante debe corroborar cada uno de los pasos).
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Ahora bien. Para desencriptar un mensaje, es necesario que el receptor calcule el valor
de d. Es importante resaltar que, dependiendo de la forma como se envie el mensaje,
se hara mas complejo o sencillo del proceso para desencriptarlo.

Por ejemplo:

En el mensaje enviado podrian ir todos los nimeros sin dejar espacios (6078252183
41255218222633219334125521822263...) o separados sin ningtn tipo de orden
(6078 252 18341255218 22 26332 1933412 5 521822263...). En este caso, se
descifra la primera silaba del mensaje enviado, para observar el proceso que se requie-
re. Ello se hace utilizando la expresion b = k4 (mod n)

Para 60782, se calcula , como 6078247 (mod 75171), se muestra en la figura 1.10

Luego, 6078247 = 76(mod 75171).

% WolframAlpha

powermod(60782,40667,75151) a
£ LENGUAJE NATURAL | [ ENTRADA MATEMATICA 8 TECLADO EXTENDIDD 333 EJEMPLOS # CARGAR 34 ALEATORIO
Entrada

60782 mod 75151
Resultado
76

Recta numérica

Nombre del nimero
setenta y seis
Entercs congruentes con 76 médulo 75151 Mas

75227, 150378, 225529, 300680, 375831,
450982, 526133, 601284, 676435, 751586,

&. Descargar pagina Potenciado por WOLFRAM LAMGUAGE

Figura 1.20. Calculo de potencias en WolframAlpha.

(Wolfram|Alpha, «powermod(60782,40667,75151)» Wolfram Alpha LLC. https://www.wolfra-
malpha.com/input?i=powermod%2860782%2C40667%2C75151%29&lang=es [acceso: 28
de marzo, 2023]).
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Por tanto, la primera letra del mensaje descifrado es L =76
En el caso de 5218, se hace 52187 (mod 75171).
5218%%67 (mod 75171). y, por tanto, la siguiente letra es la , formando asi la silaba LA.

En conclusidn, para enviar un mensaje encriptado se requiere conocer el nimero n'y
e. Para desencriptarlo, es importante calcular el valor de d conocidos ny e.

Los nUmeros racionales

Los encantos de esta ciencia sublime, las matematicas
solo se les revelan a aquellas personas que tienen el
valor de profundizar en ellas

LEONARD EULER

Hay evidencia de que por lo menos desde los tiempos de los babilonios (2800 a. C.) se
ha trabajado con nimeros racionales, llamados también fraccionarios o quebrados.
Naturalmente, una derivacion de los sistemas numéricos no estaria completa sin una
adecuada definicion de estos numeros, asi como de la operatoria racional [1]. Por otra
parte, los racionales forman un eslabon en la cadena que lleva, a la postre, a la defini-
cion de los niimeros reales.

En primer lugar, se hara una definicion de nimero racional sin tener en cuenta el signo
del niamero, para luego introducir una nueva definicion de niimero racional positivo
y niimero racional negativo. Hay dos razones fundamentales para llevar a cabo la
construccién en esta forma. La primera es que es consecuente con el proceso historico
de desarrollo del concepto de numero racional. Tal como aparecieron primero los
numeros naturales, sin consideracion alguna de signo y mucho antes que los niime-
ros enteros positivos y negativos, asi también aparecieron los niimeros racionales;
simplemente se utilizaron en el tratamiento de semejanza, proporcion y aritmética
comercial, sin sospecha de que pudiera darse el caso de racionales negativos. Estos
ultimos hicieron su debut con un estudio detenido de la solucion de ecuaciones, inde-
pendientemente de consideraciones geométricas.

La segunda razon es que plantear esta definicion en dos etapas evita el problema de las
equivalencias entre fracciones como, por ejemplo, % y :—i 0 g y :—g

De forma similar a como se llevé a cabo la construccion del conjunto de los nimeros
enteros, un numero racional se define como una pareja ordenada obtenida a partir de
una relacion de equivalencia sobre el producto cartesiano Z y Z.
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Definicion de nUmero racional

Los numeros racionales constituyen el campo de cocientes de los numeros enteros. Es
decir, un nimero racional no es otra cosa que un cociente entre dos nimeros enteros.
De este modo, al cociente entre 6 y 3 lo podemos escribir como 6 + 3 o simplemente
g (seis tercios). A esta ultima notacion se le conoce como fraccionaria [14].

Los egipcios desarrollaron fracciones en su sistema de numeracion. Sin embargo, Gni-
camente las abordaron con numerador 1, esto es, fracciones de la forma % conn>0.
Otras civilizaciones, como la mesopotamica, desarrollaron un sistema para represen-
tar fracciones en su expresion decimal con aproximaciones realmente sorprendentes.
Vale recordar que esta civilizacion tenia un sistema de numeracion sexagesimal en la
cual la base era el nimero 60. Otras, como la china, establecieron un algoritmo para
sumar fracciones, reduciéndolas a un comin denominador.

Para los pitagoéricos, una escuela filosofica griega que influyd notablemente en el de-
sarrollo de la matematica, todo era nimero o relacion entre ellos. Teniendo en cuenta
que mensurar significa ‘medir’, dos magnitudes son conmensurables si se puede de-
terminar alguna magnitud comun, de tal manera que las cantidades dadas se puedan
expresar como multiplos de esa magnitud.

Asi, para construir su nocion de conmensurabilidad, los pitagoricos utilizaron seg-
mentos, tal como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Considérese el segmento AB como unidad:

A B

Sea el segmento CD, que se representa en relacion con el segmento AB:

c D

Notese que el segmento CD cabe exactamente tres veces en la unidad:

A B
Por tanto, CD es la tercera parte del segmento AB.
En consecuencia, CD = %AB, o lo que es equivalente AB = 3CD,

En ese sentido, Tales de Mileto, mediante el uso de regla y compas (sin medidas mar-
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cadas), construy¢ distintos nimeros racionales, como se indica a continuacion.
. . , 2 . .
Por ejemplo, para construir, el nimero %, considerando el mismo segmento AB como

unidad, estando ubicados en el punto A, se traza una semirrecta en la misma direccion
de B, con un angulo a, generalmente agudo:

Una vez dibujada, se toma el compas con centro en A y un radio dado (no muy grande).
A continuacion, se ubica un pequeilo arco sobre la semirrecta, en el punto en el cual
la corta el compas:

Se trazan tantos arcos de circunferencia como indique el denominador sobre la
semirrecta, con el mismo radio y con centro en cada una de las marcas que han sido
trazadas. Como el denominador en este caso es 5, se trazan exactamente cinco arcos:

A B

Luego, se une el ultimo arco con el punto B mediante un segmento, para posterior-
mente trazar segmentos paralelos por cada uno de los arcos ubicados en la semirrecta:
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Como el numerador es 2, se marca la segunda linea sobre el segmento AB. Este punto
representara al nlimero 5 .

. 1 .
Por tanto, es posible afirmar que 3y % son magnitudes conmensurables.

Construccion de los nUmeros racionales a partir de los nUmeros
enteros

En el apartado anterior, se observd como los pitagéricos utilizaron segmentos para
representar, mediante fracciones, distintas partes de la unidad y se establecieron estas
cantidades como conmensurables.

A continuacion, se aborda la construccion formal de los nimeros racionales con la
notacion que se utiliza en la actualidad. La idea es que el estudiante pueda ampliar su
vision sobre los niimeros racionales desde distintas perspectivas.

El conjunto de los ntimeros racionales se representa por medio del simbolo Q, que co-
rresponde a la inicial del término en italiano quoziente, ‘cociente’, que fue empleada
por Peano para referirse a este conjunto numérico. De modo que

Q= {% tales que a, b son nimeros enteros, con b # O}

Notese que el denominador no puede ser cero, puesto que cero no es divisor de ningun
numero entero. Si bien esta notacion de Q es aceptada, no es tan evidente en si misma,
puesto que varios cocientes pueden representar el mismo numero. Por ejemplo, 5 se
puede escribir de multiples formas como el cociente de dos numeros enteros: 10 + 2;
20 +4; =35 + (=7): 105 + 21 =5, entre otras.

Para evitar estas ambigiiedades, se realiza la siguiente construccion, a partir de una re-
lacién apropiada, que permite observar, justamente, que varios cocientes representan
al mismo numero racional.

Sea el conjunto Z x Z = {(a,b) tal que @, b € Z}, se dispone de un plano cartesiano con
dos ejes perpendiculares entre si, como se muestra en la figura 1.21.
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-4

-5

Figura 1.21. Plano cartesiano Z x Z.
Cada punto en el plano, en estas condiciones, representa una fraccion.
Por ejemplo, la fraccion % se puede representar como la pareja ordenada (4,5).

Se establece la relacion R sobre Z x Z, definida por (a,b) R (c,d) si y solamente si
axd=bxc.

Obsérvese que (2,3) R (16,24), porque 2x24=3x16=48.

Esto significa que los nimeros % y % son equivalentes, es decir, representan el mis-
mo cociente.

Se puede probar que la relacion R es de equivalencia, verificando que cumple las
propiedades reflexiva, simétrica y transitiva (se deja como ejercicio para el lector).
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Por tal razon, al conjunto de todas las parejas que estan relacionadas con una pareja
(a, b), se les suele llamar fracciones equivalentes y se representan como [a, b].

Asi, por ejemplo, [5,6]={(5,6),(-5,-6),(10,12),(-10,-12),(15,18),(-15,-18),...,(5n,6n)},
donde n es un nimero entero (la segunda componente no puede ser cero).

Esta corresponde, justamente, a la definicién de niimero racional:

[a,b] = {(c.d) / (c.d) R(ab)}.

Como representantes de un niimero racional dado, suelen tomarse aquellos valores
de a y b para los cuales ambos son primos relativos (es decir, no tienen divisores en
comun).

Por tanto, la anterior definiciéon de nimero racional se puede reescribir de la siguiente
manera:

[a,b] = {(c,d) | (c,d) R (a,b), con MCD(a,b) = 1}.

Finalmente, el conjunto de los numeros racionales visto a partir de una construccion
sobre el conjunto Z x Z, se puede redefinir como:

%!a,b € Z,conb#0y MCD(a,b) = 1}

Obsérvese que todo nlimero entero a se puede representar mediante la clase [a,1]. Por
ejemplo, la clase del 5 se puede escribir como [5,1] = {(5,1),(10,2),(15,3),... }. De
este modo, se puede decir que todo nimero entero es a su vez un numero racional.

Representaciones del numero racional

Se requiere considerar que si a y b son numeros enteros, la clase
[a,b] = {(c,d) | (¢,d) R (a,b), con MCD(a,b) =1}. Se puede decir que (c,d) R (a,b) si
y solamente si ¢ -+ b = d - a. Por lo tanto, la clase [a,b] contiene a todas las parejas
ordenadas que cumplen cierta condicién, en este caso, la dada por la relacion
establecida.

En un lenguaje que resulte comun para el lector, podemos representar la clase como el
cociente de dos niimeros enteros a y b, es decir, como %, lo que usualmente se conoce
como representacion fraccionaria o quebrada del niimero racional (figural.22).

numerador
9 &
4
& denominador

Figura 1.22. Partes de una fraccion.

vinculo >
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Esta forma de representar un nimero racional dado resulta bastante util para describir
distintos fenomenos asociados con el entorno que rodea al ser humano. A continua-
cion, se describen algunas interpretaciones que, dependiendo de la naturaleza del con-
texto, dan sentido al nimero racional como fraccion [15].

Como relacion parte-todo

La Alcaldia de Bogota adquiri6é un predio de 32 hectareas para la construccion del
patio taller que sera parte de la primera linea del metro que se construira en la ciudad.
Se tiene proyectado que este lugar albergue los estacionamientos y las zonas de man-
tenimiento de los trenes que tendra el metro de Bogota. Suponiendo que el nimero de
hectareas destinadas para el estacionamiento de los trenes es de 17 hectareas, pode-
mos afirmar que la fraccion % representa el terreno reservado para el estacionamien-
to. Obsérvese que el denominador representa el total del terreno que se utilizara para
la construccion del patio taller, mientras que el numerador muestra la parte del terreno
destinada al estacionamiento de los trenes.

Como cociente

Se estima que el potencial petrolifero (crudo y gas natural) de Colombia es de mas
de 37 000 millones de barriles de petrdleo equivalente, distribuidos en 18 cuencas
sedimentarias que abarcan un area de 1 036 400 km?. Respecto al total de barriles, la
quinta parte se utiliza para obtener derivados como la gasolina. ;Cual es la cantidad
de barriles de petrdleo que se utilizan para tal fin?

En este caso, si bien la fraccion 37g00 representa una solucion a la pregunta, interesa

el cociente entre el numerador y el denominador de la fraccion obtenida. Por tal moti-
vo, podemos escribir 37g00 = 7400 millones de barriles de petroleo.

La fraccion como cociente adquiere especial importancia cuando el cociente entre el
numerador y el denominador deja un residuo distinto de cero. Es claro que, si el nume-
rador es menor que el denominador, el cociente siempre es cero y el residuo ha de ser
el mismo numerador. En tal caso, la divisiéon no resulta practica en ciertos contextos
y requiere de cierto tratamiento en busca de regularidad, con el proposito de aclarar si
es 0 no posible obtener un residuo cero.

Como operador

El objetivo de un proceso industrial es utilizar y manejar materia prima obtenida de
distintos recursos naturales y emplearla para fabricar un producto en masa. Una em-
presa estima que las tres cuartas partes de la materia prima que utiliza para fabricar
sus productos es importada. Si la cantidad de materia que se estima que se utilizo6 para
la fabricacion de su producto el pasado mes de marzo fue de 765 toneladas, ¢cual fue
la cantidad de materia prima que se import6?
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Puesto que las tres cuartas partes, es dec1r , de la materia prima que utiliza la empre-
sa para su produccion es importada, se calcula% x 765.

La importancia de la fraccion como operador radica se evidencia en el producto
nameros racionales, que se estudia en el siguiente apartado.

Operaciones en el conjunto de los numeros racionales

En el conjunto de los nimeros racionales se definen dos operaciones fundamentales:
la adicion (+) y la multiplicacion (®).

DErFINICION 1.19. Adicion de numeros racionales

Sean [a,b] y [c,d] dos clases de numeros racionales, entonces [a,b] + [c,d] =[a @ d
@D ®c b®d] donde + representa la suma de numeros racionales; ®, la adicion
de numeros enteros y @, multiplicacion de numeros enteros.

En efecto, por ejemplo
[34]1+[79]=3®904Q74Q9].

Esto significa que

3. 7_ 3®9EI-)4®7.

9, L
479 4R9

Es necesario resaltar que este algoritmo es producto de la necesidad de tener iguales

denominadores en ambos nimeros racionales.

La suma de % +% estd condicionada a obtener iguales denominadores. Notese que el
producto de ambos denominadores es 48. En ese sentido, es preciso tener en cuenta
que los nimeros racionales % y %representan a dos conjuntos distintos de nimeros
equivalentes. Por tanto, se deben elegir adecuadamente otros dos representantes, de
modo tal que se haga evidente la presencia de ambos denominadores 48 en los dos
numeros. Esto es,

5.3 _5®8 . 3x®6 _ 40 _ 40p18 _ 58
68 8 608 T 8R6 48 T 48 48 48 T 48
Naturalmente, en el segundo paso se hace evidente que % = g ig %

Puesto que 6 g 8 ggg 40218 = %, producto de las observaciones precisadas an-

teriormente, se nota que, para obtener niimeros equivalentes, basta con amplificar
cada numero tantas veces como indique el denominador del otro nimero. De manera

natural, se puede apreciar entonces que %Jr % = W = %

Si bien la adicion es una operacion binaria, es decir, para sumar se necesitan dos nu-
meros racionales, es posible operar con tres 0 mas niimeros haciendo uso extensivo
del algoritmo anterior.
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Ejemplo
3:,1.9
4%67%10-
Al multiplicar los tres denominadores, se tenemos que 4 ® 6 @ 10 = 240.
Luego, se debe amplificar cada nimero hasta obtener el denominador 240 en cada

uno:

3®6E0 140 9®24 180 .~ 40 . 216 180 @ 40 @ 216 436
4060 T 6040 T 10024 ~ 240 T 240 T 240 T 240 T 240

En la expresion g 60> correspondiente a la amplificacion del nimero - 2 , se puede ob-
servar que 60 es el producto de 6 y 10, los denominadores de los otros dos nimeros.
Algo similar ocurre con los otros dos términos de la adicion: 40 es el producto de 4 y
10, mientras que 24 es el producto de 4 y 6. De este modo,

3. 1. 9 3R6RIVPDIRIRI0PIRIRE6 436
476710 " 240 T 240

Aplicacion

Para efectos de la aplicacion de la adicion y la multiplicacion entre ntimeros naturales,
se emplearan los signos de suma y multiplicacion convencionales (+ y X) que se usan
habitualmente, considerando que el lector reconoce que las operaciones han transitado
por diversos sistemas de construccion. Lo interesante estd en comprender que estos
simbolos no representan las mismas operaciones para todos los conjuntos definidos,
puesto que en cada uno se define una operacion de forma distinta.

En la tabla 1.7, se presentan los distintos tipos de productos vitreos que se elaboran
en una industria. También se muestran sus aplicaciones o usos y la cantidad que se
produce para venderlos en el mercado en relacion con la totalidad.

Tabla 1.7. Distintos tipos de productos vitreos que se elaboran en una industria

Tipo de producto vitreo Aplicaciones o uso Cantidad
. . Construccion doméstica, 2
Vidrios masivos . .
industrial 5
L ., 1
Vidrios porosos Construccion n

Azulejos y pavimentos

Vidriados )
ceramicos

Sin fraccion

(Qué numero racional representa la cantidad de vidriados que se producen?

Los vidrios masivos y los vidrios porosos representan %'i‘l % d 1
total de la produccion. Si bien el total esta representado a través de la unidad, con ﬁnes
practicos utilizaremos el nimero %8 para simbolizarla (puesto que la suma anterlor
tiene denominador 20). Por tanto, el excedente para conseguir el 28 a partir de los 1 20
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esta dado por % De esta manera, los vidriados representan 770 del total de la produc-
cion. Esto significa que de cada 20 vidrios que se producen, 7 son de tipo vidriado.

La resta de numeros racionales, representada por el signo -, se puede apreciar como
una adicion, de la siguiente manera:

a.c :%Jr(_%)_ a®d®b®(—c)’

b d - bRd
Ejemplos

z;é_;_@)_ 269 (—5) _ 12(—45) _ 33
976 9 \6/™ 9R6 - 54 Y

S3el_ 3 (1) -3@85@(-1) _ —24®(-5) 29
58 ~571T\8/7 5®8 - 40 T 740
L;<_i)_L~<i>_7®9@10®4_63@40_&
10 9/7 101 \9/T 1009 T 90 ~ 40

DEerNICION 1.20. Multiplicacion de numeros racionales
Sean [a, b] y [c, d] dos clases de numeros racionales, entonces
[a.b]®[c d=[a®c b®d]

donde ® representa la multiplicacion de numeros racionales y @ la multiplicacion de
numeros enteros. Esto significa que

a®d
bRd -

a ~ C _
b®q =

La multiplicacion de niimeros racionales se interpreta como el célculo de una parte
de otra.

Ejemplos

El producto %@% representa «la mitad de dos quintos».

La fraccion %@ ( —%) indica «las tres octavas partes de menos cinco novenosy.

Aplicacion
1) La distancia media de la Tierra a Marte es de 225 000 000 km. ;A qué dis-

tancia del planeta rojo se encuentra una nave espacial que ha recorrido TSQ
del total del trayecto, si partio desde la Tierra?

Al haber recorrido % del total del trayecto, la nave se ha desplazado

%x225000000km:%km Esta expresion se puede simplificar como
93750000 km.
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Por tanto, la nave se encuentra a 225000000 km — 93750000 km = 131250000 km
de Marte.

2) Un procesador Intel Core i5-1135G7 alcanza una frecuencia turbo maxima
de 4 GHz, mientras que un procesador Intel Core i5-L16G7 alcanza una fre-
cuencia turbo maxima de 3 GHz. ;Cuantas veces es mayor la frecuencia tur-
bo del procesador 1135G7 respecto al procesador L16G7?

La relacion de las frecuencias de turbo maximas esta dada por el nimero racional
% Desde luego, % X 4GHz = 14—2GHz = 3GHz. De esta manera, se puede esclarecer que
un procesador L16G7 alcanza las tres cuartas partes de la frecuencia turbo de un pro-
cesador 1135G7.

Inversos

Los ntimeros racionales tienen elemento neutro tanto para la adicion como para la
multiplicacion. De este modo, 0 y 1 representan respectivamente ambos elementos.

Inverso para la adicion. En el conjunto de los nimeros racionales, existe el nimero

—4 tal que, para todo niimero racional 4> se cumple que 5+ (—%) =0

Inverso para la multiplicacion. En el conjunto de los nimeros racionales, existe el
, b , . a aob _
numero -~ tal que, para todo nimero racional -, se cumple que ;- ® = 1.

En la tabla 1.8, podemos apreciar algunos inversos para la adicion y la multiplicacion
de ntimeros racionales.

Tabla 1.8. Inversos para la adicion y la multiplicacion de numeros racionales

Inverso para la
multiplicacién

Numero racional Inverso para la adicion

1
-10 10 0
0 0 No tiene

La division de niimeros racionales, representada por el signo ) es una forma de
multiplicacion, utilizando el inverso multiplicativo para el divisor, de modo que

b
b _a - C
d - 1®q¢

)
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Ejemplo

8 _ 4 8 _32
1193~ 11®3 =33

Expresion decimal de un nimero racional

Considérese la fraccion % Como se puede observar, el numerador es menor que el
denominador y, en consecuencia, el cociente ha de ser cero y el residuo el mismo

numerador:
4

0

Sin embargo, es posible realizar un proceso que permita superar esta ambigiiedad, en
busca de un residuo cero. Para obviar el circulo vicioso, se multiplica el residuo por
10 y de manera natural, se agrega una coma a la derecha del cociente:

3oa
30 0,
Luego, se calcula el cociente entre 30 y 4, el cual se ubica a la derecha de la coma

escrita en el paso anterior:
3oa

30 0,7
2

Nuevamente, se multiplica por 10 el residuo resultante, y se calcula el cociente co-
rrespondiente. Este proceso termina, o bien cuando se obtiene un residuo cero en
alguna parte del proceso, o bien cuando se repite alguno de los residuos previamente

obtenidos:
3ole

30 0,75
20
0

En este caso, se obtiene finalmente un residuo cero.

El cociente de la division es la representacion decimal del numero racional, que recibe
el nombre de expresion decimal finita. En el caso presentado, 0,75 es la expresion
decimal finita del nimero racional %, y se lee como «75 centésimasy.

No siempre se obtiene una expresion decimal finita al calcular el cociente entre el
numerador y el denominador de un niimero racional.
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Por ejemplo, al calcular el cociente de la fraccion %, se tiene que

o A
20 0,285714

60

40

50

10

30

2

En lugar de obtener un residuo cero, se obtiene uno de los residuos que previamente se
habian calculado: 2. Por tal razon, el residuo nunca sera cero, y las cifras correspon-
dientes al cociente volveran a repetirse una y otra vez. Dicho cociente se denomina
expresion decimal infinita periédica.

El cociente de la division serd, en este caso, el nimero 0,285714285714285714...

Cuando esto sucede, se suele colocar una linea horizontal sobre las cifras que se repe-
tiran, para indicar que el proceso nunca terminard, de la siguiente manera:

P —
7 =0,285714
ProrosicioN 1.5. Todo numero racional % se puede escribir, o bien como un numero
cuya expresion decimal es finita, 0 como un numero con expresion decimal infinita
periodica.

En ese sentido, toda expresion decimal finita o infinita periddica puede representarse
mediante una fraccion.

Por ejemplo, la expresion decimal 0,452 se puede expresarse como el cociente de
dos ntimeros enteros. A continuacion, se presenta un método que permitira hallar la
fraccion correspondiente.

Se observa inicialmente que esta expresion tiene tres cifras decimales: 4, 5y 2. Por tal
razon, se lee «452 milésimasy. Por tanto, es suficiente con escribir una fraccion cuyo
numerador sea 452 y el denominador sea 1000:

452

La posicion de las cifras decimales de la expresion dada determina su representacion
como fraccion.

Si se tiene, por ejemplo, la expresion decimal 3,45347 esta se descompone del si-
guiente modo:
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. Coma . Y . .
Unidades decimal Décimas | Centésimas | Milésimas Diezmilésimas Cienmilésimas

3 , 4 5 3 4 7

La ultima cifra decimal corresponde a las cienmilésimas, como se puede apreciar. En
ese sentido, una cienmilésima es equivalente a cien milésimas y, por tanto, 3,45347
se puede escribir como

345347
100000

Si la expresion decimal es infinita periddica, para escribirla como una fraccioén, no
se razona de la misma forma. Al considerar infinitas cifras decimales después de la
coma, resulta poco relevante su valor posicional y se requiere de otro tipo de estrate-
gia para representarla como un cociente, tal como se indica en el siguiente ejemplo.

Sea el numero racional 0,123. Se aprecia que tiene una expresion infinita periodica,
puesto que 23 se repite de forma indefinida, luego

0,123 =0,0,12323232323...

En adelante, se utilizara x para escribir una expresion decimal infinita periddica. De
este modo,

x=0,123

Notese que este numero tiene una cifra decimal no incluida en su periodo: el 1. La
posicion de esta cifra corresponde a las décimas y, por tanto, es importante escribir el
numero de tal modo que se aprecie unicamente su periodo después de la coma. Si se
multiplica por 10 la expresion decimal dada, la coma se desplazard una posicion mas
hacia la derecha. Por consiguiente,

10x = 0,123

Cabe anotar que, si después de la coma decimal aparece cierto numero de cifras no
periodicas, ha de multiplicarse por la potencia de 10 necesaria, hasta concebir Unica-
mente el periodo posterior a la coma.

Por ejemplo, si x = 34,5643, notese que hay exactamente tres cifras que no estan
incluidas en el periodo (564). Por tanto, se debe multiplicar por 1000 para escribir
la expresion decimal como 1000x=34564,3 y, de este modo, evidenciar un periodo
después de la coma.

Continuando con el ejemplo previo, se tiene que la expresion decimal x = 0,123 es
equivalente a 10x = 1,23. Esto se hace con un propésito general: eliminar su periodo
para luego considerar un nimero entero.

Si 10x = 1,23, es natural pensar que al multiplicar 10x por 100, la coma decimal se
desplazara dos cifras decimales hacia la derecha, precisamente, el nimero de cifras
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correspondientes a su periodo. Por tanto, 10x - 100 = 1,23 - 100 = 123,23 y, en conse-
cuencia, 1000x = 123,23.

En este momento, se tienen tres representaciones para la misma expresion decimal:
1. x=0,123,

2. 10x=123,

3. 1000x = 123.23.

Obsérvese que las expresiones 2 y 3 tienen algo similar: en ambas es evidente un
periodo después de la coma.

Por tanto, si a la expresion 3 se le resta la 2:
1000x = 123,23
- 10x =123
990x =122

y luego el resultado se multiplica por el inverso de 990 en ambos lados de la igualdad:

1 _ 1

se obtiene como resultado que

Lo122
990
Esta ultima expresion corresponde, precisamente, al nimero racional % en su repre-
sentacion fraccionaria.

Ejemplo El esquema del proceso que debe seguirse para escribir una expresion deci-
mal como fraccion se resume en la tabla 1.9, utilizando como ejemplo la expresion
decimal -12,678.

Tabla 1.9. Cdlculo de la representacion fraccionaria de la expresion decimal de un nimero racional

Paso Afirmacién Razén
1 x=-12,678. Se asigna x a la expresion decimal dada.
_ Se multiplica por 100 en ambos lados de la igual-
2 x-100=-12,678 - 100 dad, puesto que hay exactamente dos cifras deci-

males no incluidas en el periodo del nimero dado.
Se ajusta la representacion de la expresion decimal,

3 100x = -1267,8 de modo tal que en la parte decimal solo sea visible
el periodo.
Se multiplica por 10, puesto que el periodo de la
4 x-100=-1267,8- 10 expresion decimal consta de una tUnica cifra deci-

mal periddica.

5 1000x = -12678,8 Se obtienen los productos correspondientes.
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Paso Afirmacién Razén
1000x = -12678,8 Se resta la expresion obtenida en el paso 3 de la
6 100k =—12673 obtenida en el paso 5 (se consideran aquellas ex-

presiones donde es visible tnicamente el periodo
900x = -11411 después de la coma decimal).

1 _ 1 | Se multiplica por el inverso de 900 en ambos

900z 900 — 11411 900 |lados de la igualdad, con lo cual se obtiene como

11411 resultado la representacion fraccionaria del numero
=77900 racional dado.

Representacion de un numero racional
mediante exponentes enteros

Si bien la expresion decimal finita o infinita periddica es la que comunmente se utiliza
para representar nimeros racionales, otra forma de hacerlo es mediante exponentes
enteros. A continuacion, se describe esta forma de representar nimeros racionales,
que también puede ser bastante util.

DEeFINICION 1.21. Sea % un numero racional, la n-ésima potencia de %, escrita (%) es
el producto de multiplicar n veces % por si mismo.

() =(3)(2)(4)=-444=-5%
() 2(-2) (2) (2) (2) Ll ) ) e

Hasta ahora, se han presentado algunos ejemplos utilizando exponentes enteros po-
sitivos. Sin embargo, es posible cuestionarse respecto al uso de exponentes enteros
negativos: ;Qué significado se le atribuye a un nlimero racional cuyo exponente es un
numero entero negativo?

Ejemplos

DEeFINICION 1.22. Sean % un numero racional y un numero entero positivo, (%)7" = (%)
siempre que a # 0.

De acuerdo con la definicion 1.22, si el exponente de un numero racional dado es
negativo, basta con escribir su inverso con el exponente positivo.

(3)=(3)=(3)(3)=9"
(-8) =(-8) =(-§)(-8)(-5) = 2f5:
(7' =(=3) =(=7) (-3)-(=7) (-3) =241
(£) =(5r=55555=3125
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Teoria de la proporcion

Lo que es afirmado sin prueba puede ser negado sin
prueba.

EucLIDES

Una aproximacion historica a los conceptos de razén y proporcion muestra que di-
versos documentos han descrito ambos conceptos en distintas épocas. En ellos, se
pueden identificarse seis momentos en la historia, que, por su relevancia, se describen
a continuacion en orden secuencial [16]:

4. Laépoca de la escuela pitagorica, en la cual existia una teoria de las proporciones
que, segun la tradicion hegemonica, entra en crisis por el «descubrimientoy» de la
inconmensurabilidad (descrito en la sesion anterior).

5. La época dorada de los griegos (fundamentalmente de Eudoxo, Euclides y
Apolonio) en la que se «crea» una teoria de las proporciones, en la que se adapta a
la version hipotético-deductiva y se usa en la descripcion de las secciones conicas.

6. La época del surgimiento de lo que hoy se llama algebra —y particularmente de
la geometria analitica— en la que se hace uso de la teoria de las proporciones
en la solucion de problemas geométricos, a través de procedimientos analiticos.

7. Laépoca del Renacimiento, en la que la clasica teoria de proporciones griega se
transforma y reformula para ampliar su ambito de aplicaciéon a magnitudes no
geomeétricas y su empleo en las ciencias naturales y médicas.

8. La época de creacion del Célculo y del Analisis, en la que el lenguaje de las
funciones sustituye el clasico lenguaje de las proporciones empleado por varios
siglos, cayendo este ultimo en un estado de aletargamiento.

9. La época de desarrollo de los trabajos del matematico aleman Julius W. R.
Dedekind y del matematico y filésofo aleméan Gottlob Frege, relativos a la
construccion del conjunto de los numeros reales, en la que, de manera un poco
intempestiva, la teoria euclidiana parece renacer en cuanto a su protagonismo,
como componente esencial en dichas construcciones. [16, p. 114].

En la actualidad, se han realizado estudios acerca de la historia de la matematica que
relacionan la teoria la proporcion presentada por Euclides en el libro V de Elementos
y la definicion de los nimeros reales enunciada por Dedekind [17]. Varios de estos
estudios presentan esta analogia como una cierta identidad de la razéon de dos magni-
tudes con un niimero, segun la cual, la razén de una magnitud A a otra magnitud B de
la misma clase, denotada por la expresion 4 : B, es un nimero que podria ser racional
o no serlo (como se abordara mas adelante en el capitulo II) determinado de la manera
como se explica a continuacion.
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Esto significa que la definicion de nimero real propuesta por Richard Dedekind es ana-
loga a la presentada por Eudoxio en su teoria de la proporcionalidad. [18].0tros estudios
presentan esta analogia como una correspondencia, interpretacion o equivalencia: existe
una correspondencia entre la definicién euclidiana de identidad de razones y la teoria
moderna, debida a Dedekind, de los nimeros irracionales. Con ello, la definicion de
numero real es atribuida a Dedekind como una interpretacion de la definicion de propor-
cion de Eudoxio, tal como la enuncia Euclides al principio de su libro V [19].

Como es bien sabido y como se profundizara en el capitulo 2, las definiciones eu-
clidianas son un equivalente de la técnica de Dedekind (a través de «cortes» en los
racionales) para investigar la propiedad de los numeros reales. Después de mas de dos
milenios, la teoria de las proporciones de Eudoxio llegaria a ser la base de la teoria de
los nimeros reales de Dedekind (que data de los afios 1870). Aproximadamente, la
teoria de las proporciones de Eudoxio corresponde a la teoria de los nimeros reales
(positivos) bajo multiplicacion.

En el siguiente apartado, se recapitula la relacion entre la teoria euclidiana de la pro-
porcion y la construccion de los numeros reales. Inicialmente, se presentan algunos
aspectos relevantes del libro V de los Elementos de Euclides, enfatizando en la idea
de que en la teoria alli expuesta no es pertinente caracterizar las razones como nume-
ros, ni la proporcion como igualdad entre razones ni como operaciones entre razones.
Luego, se expone una mirada a la discusion en torno al uso que, al parecer, Dedekind
hizo de la teoria euclidiana de la proporcion.

Aspectos de la teoria de la proporcion de Euclides en
el libroV de los Elementos

Si bien varios de los trece libros que componen los Elementos, la magistral obra de
Euclides, abordan cuestiones sobre las razones de magnitudes geométricas o nimeros
y sobre las proporciones, se centra la atencion en el libro V, debido a que en este se
exhibe la reelaboracion euclidiana de la teoria de la proporcion eudoxiana [20] que
plantea un tratamiento general para las magnitudes geométricas y ha sido ampliamen-
te estudiada por historiadores y filosofos. Ademas, es esta teoria (y no precisamente la
de la proporciéon numérica tratada en los libros VII, VIII y IX) la que se puede vincular
con los trabajos sobre los nimeros reales de Dedekind y Frege.

Al explorar el libro V [21], se identifican dieciocho definiciones, veinticinco proposi-
ciones y dos corolarios.

En su orden, las dieciocho definiciones procuran caracterizar y nominar las ideas de
1) parte, 2) multiplo, 3) razon, 4) guardar razon, 5) guardar la misma razon, 6) mag-
nitudes proporcionales, 7) razéon mayor, 8) menor proporcion, 9) razon duplicada,
10) razon triplicada, 11) magnitudes correspondientes, 12) razon por alternancia,
13) razén por inversion, 14) composicion de una razoén, 15) separacion de una razon,
16) conversion de una razon, 17) razon por igualdad y 18) proporcion perturbada. El
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contenido de algunas de las definiciones contempla otras ideas no definidas en los
Elementos, tales como: magnitud, medir (o ser medido), tamafio, magnitudes homo-
géneas, equimultiplos, comparacion de magnitudes, antecedente, consecuente, extre-
mos, medios, adiciéon de magnitudes y diferencia de magnitudes.

Ahora bien, la historia de la teoria euclidiana de la proporcion ha prestado especial
atencion a las definiciones 3, 5y 7 del libro V de los Elementos, esto es a las defini-
ciones de razon, guardar la misma razon (proporcion) y razén mayor, que se exponen
a continuacion (como definiciones 19, 20 y 21, respectivamente, para mantener el
consecutivo empleado en este texto).

DEerFNICION 1.23. Una razon es determinada relacion con respecto a su tamario entre
dos magnitudes homogéneas [21, lib. V, def. 3].

Existe un cierto consenso en que esta definicion presenta un caracter general y vago
respecto de la idea de razon. Este cardcter no constituye una falencia en la teoria; por
el contrario, muestra que, en el conjunto de la teoria euclidiana de la proporcion, no
es pertinente precisarla mas. No obstante, es preciso aclarar las nociones de tamario
y magnitudes homogéneas, implicadas en esta definicion, incluso a través de una re-
ferencia a la intuicion.

Respecto del tamafio de una magnitud, se puede sefialar que es una caracteristica
intrinseca del objeto geométrico, de orden cuantitativo, no numérico, y no de este en
relacidn con otro. Asi, por ejemplo, el tamafio de un segmento es la cantidad de longi-
tud de este, pero no la medida de la cantidad de su longitud, o bien el tamafio de una
region es la cantidad de superficie de esta, pero no su area.

En cuanto a la idea de homogeneidad entre las magnitudes, es necesario anotar que se
refiere a que las dos magnitudes involucradas en una razén no pueden ser de diferente
naturaleza. No se puede, por ejemplo, establecer una razéon entre el tamafio de un
segmento y el tamafio de una superficie, o entre el tamafio de un angulo y el tamafio
de un volumen, entre otros.

Desde esta perspectiva, mas alla de definir la idea de razon, la definicion 3 del libro
V de los Elementos, aun sin precisar la idea de relacion, condiciona parcialmente la
posibilidad de su existencia y apuntala aspectos de su naturaleza; particularmente,
descarta la posibilidad de entenderla como una relacion entre niumeros e incluso como
un numero, pero si permite entenderla como una elacion entre tamaiios de magnitudes.

DEerNICION 1.24. Se dice que una primera magnitud guarda la misma razon con una
segunda que una tercera con una cuarta, cuando cualesquiera equimultiplos de la
primera y la tercera excedan a la par, sean iguales a la par o resulten inferiores a
la par, que cualesquiera equimultiplos de la segunda y la cuarta, respectivamente, y
tomados en el orden correspondiente [21, 1ib. V, def. 5].
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La interpretacion de esta definicion se dificulta, en primer lugar, por la falta de apro-
piacion del lenguaje en que esta escrita, asi como por la carencia de un lenguaje sim-
boélico o grafico que la represente, y, en segundo lugar, por la idea de equimultiplos y
por la generalidad implicada en la condicion que se tiene que satisfacer para todos los
equimultiplos (o mejor, para todas las parejas de equimultiplos) [16].

Para contrarrestar esta dificultad, se recurre al lenguaje grafico a través de dibujos que
representen las magnitudes implicadas: sean A y B segmentos, y C y D cuadrados, de
los tamafios indicados en la figura 1.23.

A B
@ T O s A
C D
O g O Segmento B
F |
O
J
H
E O
Tridngulo C Tridgngulo D

Figura 1.23. Representacion geométrica de figuras equimultiplos.

Constriyanse los multiplos dos de A y C, asi como los multiplos tres de B y D para
luego obtener los dibujos que se muestran en la figura 1.24.

o
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A B K

Figura 1.24. Mdltiplos de un segmento y de un triangulo.

Comparando ahora los tamaiios del multiplo dos de A con el del multiplo tres de C y
a la vez el tamafio del multiplo dos de B con el multiplo tres de D, se establece que el
multiplo dos de A «es menor que» el multiplo tres de C y a la vez el multiplo dos de
B «es menor que» el multiplo tres de D, existiendo entonces la posibilidad de que A
guarde con C la misma razon que B guarda con D. Si la comparacién de los multiplos
de Ay C arroja siempre el mismo resultado que la comparacion de B y D (para los res-
pectivos equimultiplos), entonces se confirmara que A guarda con C la misma razén
que B guarda con D.

Otra estrategia para facilitar la interpretacion de la definicion 5 del libroV de los Ele-
mentos es recurrir a la traduccion simbolica de su contenido mediante expresiones
logicas y algebraicas. En ese sentido, en los textos de los historiadores se reportan
varias versiones simbolicas (no euclidianas, por supuesto). Uno de ellos resefia dos de
tales versiones, en las cuales a, b, c y d son unas magnitudes del dominio de la teoria
y m y n unos niumeros naturales cualesquiera. En la primera version se establece que
se da una proporcién a : b :: ¢ : d siy solo si ma > nb'y mc > nd, ma = nby mc = nd
o ma <nby mc <nd. En la segunda se establece que si ma > nb, entonces mc > nd; si
ma = nb, entonces mc = nd, y si ma < nb, entonces mc < nd.

Como se puede observar, esta version se formula como disyuncion de conjunciones,
en tanto que la segunda es expresada como conjuncion de condiciones (o conjuncion
de implicaciones). Cabe anotar que en las expresiones simbolicas solo se incorporan
relaciones entre multiplos, pero no la razén entre dos de tales magnitudes.
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Probablemente, la interpretacion que se ha logrado a través de las representaciones
grafica y simbolica, expuestas antes, contrasta con la siguiente interpretacion: «La
condicién para que A, B, X, Y sean proporcionales es que: si los multiplos A, 24, 3A,...
y B, 2B, 3B... son dispuestos en un arreglo en una sola secuencia en el orden de tama-
flo, y de la misma manera se disponen los multiplos X, 2X, 3X,... v Y, 2Y, 3Y,..,, la ley
de distribucion de los multiplos de A entre aquellos de B debe ser la misma que la de
los multiplos de X entre aquellos de . De ahi que «la identidad» de las razones A : B
y X : Y significa la identidad de estas dos leyes de distribucion, y la razoén A : B en si
misma significa la relacion de tamafio entre A y B que es indicada por la manera en
que los multiplos de A estan distribuidos entre aquellos de B».

Como se aprecia, esta interpretacion se refiere a una correspondencia entre dos su-
cesiones ordenadas de multiplos; cada una compuesta por los multiplos de las dos
magnitudes de una razon. Ademas, para una teoria general de la proporcion no se
requiere una definicion de razoén, en singular, aunque si se exigen sendas definiciones
de igualdad y desigualdad entre razones, (guardar la misma razén y razén mayor).
Veamos esta tltima.

DEerFINICION 1.25. Entre los equimultiplos, cuando el multiplo de la primera [magnitud]
excede al multiplo de la segunda, pero el multiplo de la tercera no excede al multiplo
de la cuarta, entonces se dice que la primera guarda con la segunda una razon mayor
que la tercera con la cuarta [21, lib. V, def. 7].

Con respecto a lo planteado por los historiadores sobre esta definicion, se resalta que
uno de los defectos conocidos de la teoria euclidiana en el libro V es que no prueba
que no tener la misma razon sea equivalente a tener una razén mayor o menor razon.

Sin embargo, al explorar el uso que se hace de esta definicion en la teoria euclidiana
(por ejemplo, en las proposiciones 9 y 10 del libro V de los Elementos), se corrobora
que Euclides si supone tal equivalencia, con lo cual dispone de una herramienta po-
tente para la demostracion de la proporcion o desproporcion de cuatro magnitudes.
En otras palabras, si se supone que tener una razén mayor que otra equivale a afirmar
que no es cierto que exista proporcion entre tales magnitudes, se dispone de una he-
rramienta para demostrar por reduccion al absurdo.

En el marco de las interpretaciones y observaciones presentadas antes para las defi-
niciones consideradas, hemos querido dejar claro que, desde nuestra perspectiva e
interpretacion, en la teoria euclidiana de la proporcioén contenida en el libro V de los
Elementos:

1. Las razones son relaciones, pero no son nimeros ni se establecen entre nimeros,

sino entre tamafios de magnitudes geométricas homogéneas dos a dos.

2. La proporciéon no es una igualdad entre razones (y, por tanto, no es igualdad
entre nimeros) ni depende de estas, sino fundamentalmente del comportamiento
relativo y correspondiente de los multiplos de las magnitudes implicadas.
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Proposiciones y corolarios del libro V

Las veinticinco proposiciones y los dos corolarios se pueden clasificar en cinco gru-
pos de propiedades: cuatro de ellos atienden a los diferentes dominios que relaciona
cada proposicion (magnitudes y magnitudes, magnitudes y proporciones, proporcio-
nes y magnitudes, proporciones y proporciones), en tanto que el quinto ubica una
proposicion que no establece relacion entre tales dominios [22].

Asi, en el primer grupo estarian las proposiciones que se refieren a las magnitudes y
sus multiplos, pero que no aluden a las razones ni a las proporciones. En este grupo
clasificamos las proposiciones 1, 2, 3, 5 y 6, que pueden interpretarse, en su orden,
mediante las siguientes expresiones simbolicas:

o [mAdrA A FFA )= mAF mAFmA -+ mA ],

o [(m®n)4 =mA + nA],

* [m(nd)y=(mn)A],

o [(mB&n)A=mA - nAd],

* [m(4-B) = mA- nB].

Como se ve a través de estas interpretaciones simbolicas, aunque también en la retori-
ca enunciacion euclidiana, no se incluye alusion alguna a la razon ni a la proporcion,
pero si a los multiplos de las magnitudes, a la suma o diferencia de magnitudes, o a la
adicion, diferencia y multiplicacion de los nimeros ligados a los multiplos. En cierto
sentido, este conjunto de proposiciones caracteriza parcialmente el dominio de mag-
nitudes con la operacion de suma.

En el segundo grupo ubicamos la proposicion 7, con su corolario, y la proposicion 8,
que se pueden representar con las siguientes expresiones:

* Sientonces 4 =B, entonces 4 : C:: B: C.

* SiA<B,entonces4:C<B:CyC:4>C:B

Una interpretacion de estas expresiones permitiria reconocer que las proposiciones
aluden a propiedades de orden de las razones a partir de propiedades de orden en las
magnitudes. En otras palabras, estas proposiciones expresarian como la igualdad o
desigualdad de las magnitudes se refleja o trasmite a algunas de las razones en que
ellas estan implicadas.

El tercer grupo esta integrado por las proposiciones 9, 10, 14, 20, 21 y 25, que des-
criben como las relaciones entre razones determinan relaciones u operaciones entre
magnitudes. Sus expresiones simbolicas respectivamente son:

* Sid:C=B:C,entoncesA=By,siC:4:C:B,entonces 4 =B.
* Sid:C<B:C,entoncesA<BysiC:4<C:B,entonces 4> B.
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* Sid:B::C:DyAzC,entonces B=D.
* Sid:Bu:D:EysiB:CuE:CyA=C, entonces D 2 C.
* SiAd:BuD:Eysi B:Cu:D:EyAzC,entonces D= C.
* Sid:B::C:DyA>B,A>C,B>D,C>D,entoncesd +D >B+C.

Una interpretacion similar a la hecha para el segundo grupo referiria que las propo-
siciones aluden a propiedades de orden de las magnitudes a partir de propiedades de
orden de las razones.

El cuarto grupo contiene el mayor nimero de proposiciones (4, 11, 12, 13, 16, 17, 18,
19 y su corolario, 22, 23 y 24) e incluye propiedades de las proporciones o despro-
porciones, es decir, de las razones en si mismas. Sus enunciados simboélicos respecti-
vamente son:

* Sid:B: C:D,entonces, paratodo myn, mA : nB :: mC: nD.
e Sid:B::C:D,entoncesB:A::D:C.
* SiAd:BuC:DysiC:D:=FE:F,entoncesd:B:=E:F.

* Sid :B :A4,:B,::4,:B 24 : B entonces, 4, + A, + A, +-+A4 :B
+B +B.+--+B A :B paratodoi=1,2,3,..,n.

1

* SiAd:Bu:C:DyB:C>E:C,entonces 4 :B>E:F.

* Sid:B::C:D,entonces 4: C:: B: D (las magnitudes deben ser homogéneas).
e Si(A+B):B:=: (C+D):D,entonces4:B:: C:D.

* Sid:B:C:D,entonces (4+B): B:: (C+ D): D.

e SiAd+B:C+D:=A:C,entoncesd+B:C+D:B:D.

e SiAd+B:C+D::B:D,entoncesA+B:C+D::4:C.

* Sid 4, =B :B,A4,:4,:B,:B,, ... ,A(n_l) :An::B(n_l) B ,entonces 4, : 4,
=B :B.
1 n

* Sid:Bx=E:FysiB:C:=:D:E,entoncesA:C:=:D:F
* Sid:B:C:DyE:B:=:F:D,entonces A+ E:B:: C+ F:D.

El ultimo grupo contiene unicamente a la proposicion 15, la cual solo hace referencia
a una proporcion. Su expresion simbdlica es simplemente 4 : B :: nA4 : nB.

Entre otros aspectos importantes, la anterior clasificacion permite reconocer que no
existen proposiciones que establezcan operaciones entre razones, a pesar de que si se
admitan operaciones entre las magnitudes implicadas en las razones. Este punto sera
trascendental en la argumentacion que se dara mas adelante respecto de la imposibi-
lidad de reconocer en la teoria euclidiana una estructura para las razones, similar a la
que se tendria para los numeros reales.
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Aplicaciones de proporcionalidad

Una de las aplicaciones mas interesantes de los niimeros racionales corresponde a su
uso en distintas situaciones asociadas a razones y proporciones.

Si bien la notacion % representa al cociente entre a y b, dentro de un contexto especi-
fico puede interpretarse de maneras distintas. Las fracciones, por ejemplo, representan
una parte de la unidad y, por tanto, a y b puede representar una comparacion entre
ambas magnitudes.

Las razones se refieren a magnitudes que estan expresadas mediante una cantidad y
una unidad de medida. Comparan entre si objetos diferentes. Por ejemplo, cantidad
de material por unidad de area, combustible empleado por tiempo de viaje, fuerza
aplicada por cantidad de masa, etcétera.

Ejemplo

Por cada 1000 g de concreto que se requiere para la construccion de una casa, se nece-
sitan 750 g de arena y piedra chancada, por 250 g de cemento y agua. La razén entre
la cantidad de arena y piedra chancada en relacion con la de cemento y agua que se
requiere es de 750 a 250. Se puede escribir esta comparacion mediante la expresion

750 'E] numero racional correspondiente es % = 3. Esto significa que por cada 3 g de

250°
arena y piedra chancada se necesita de 1 g de cemento y concreto.

Si la razon se escribe de manera invertida, es decir , se tiene que, por cada grado de
cemento y agua, se requieren 3 g de arena y piedra chancada. De modo que las can-
tidades se conservan, independientemente de la forma como se escriba la razon. Lo
que en realidad le da un significado es saber de cuales magnitudes hablamos en un
contexto dado.

Una proporcion es una igualdad entre dos razones. Para ilustrar este concepto, veamos
el siguiente ejemplo:
La tension eléctrica (T) es la fuerza de potencial que hay entre dos puntos cuanto

entre ellos existe una diferencia en el numero de electrones. La unidad de medida es
el voltio (V).

Cuando los electrones circulan por un conductor, encuentran cierta dificultad en su
movimiento, dado que el conductor ofrece cierta resistencia (R) que depende de varios
factores: el material y la longitud del conductor y la seccion por donde se realiza el
movimiento. La unidad de resistencia es el ohmio (Q).

A la razon entre la tension y la resistencia eléctrica se le llama corriente eléctrica (C).
De este modo, C = % La unidad de medida es el amperio (A).
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Cuando se conecta un electrodoméstico a un tomacorriente en la pared, entre ambos
sistemas hay una tension eléctrica de 120 V(esta es la diferencia de potencial). Asi-
mismo, cuando la resistencia del electrodomeéstico es 20 (), la intensidad de la corrien-
te eléctrica serd de IT%) A.

Cuando la tension eléctrica aumenta de 120 V en 120 V, la resistencia del electrodo-
méstico lo hara de 20 Q en 20 Q:

Tension eléctrica (T) Resistencia (R)
120 A 200
240 A 40 Q
360 A 60 Q
480 A 80 Q
600 A 100 Q
720 A 120 Q

Obsérvese que, en cada caso, la intensidad de la corriente eléctrica siempre sera de
6 A. Se puede afirmar que la tension eléctrica y la resistencia, conservan una relacion
de proporcionalidad.

De este modo, si la tension eléctrica es 540 V, es posible determinar la resistencia
siempre que el amperaje sea 6 A. Para ello, se tiene en cuenta que C = % Por tanto,
6A= 54OV y, en consecuencia, R =90 Q.

Desde luego, también es posible utilizar los valores de T y R para realizar el mismo
calculo, utilizando alguna de las razones dadas, tal como se muestra en la tabla 1.10.

Tabla 1.10. Cdlculo de una proporcion

Paso Afirmacion Descripcion
1 120V _ 540V Se emplea una de las razones dadas; x
6A x representa la resistencia buscada
5 120V _ 540V Se multiplica por x en ambos lados de
6A TT 7 la igualdad.
3 128 Vv X ISOAV =540V - ISOAV Se cancela x con x.
Se multiplica por el inverso
4 % T- 130\, =540V - lgé\/ multiplicativo de 12&1 en ambos lados
de la igualdad.
5 = 540V - 6A Se aplica el inverso multiplicativo al
120V lado izquierdo de la igualdad.
6 3240A Se lleva a cabo la multiplicacion
T = ;
120 correspondiente
7 =27A Se pbtieqe el valor de x, esto es, la
resistencia buscada.
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Cuando se tiene la igualdad entre dos razones, tenemos una proporcion. De este modo,
la proporcion % = % se lee «a es a b como c es a d». En consecuencia, los productos
cruzados de los numeradores y los denominadores serdn iguales entre si. La razon
por la cual esto ocurre se deriva de la construccion de los niimeros racionales vista
anteriormente.

Ejemplos
1. 5esa30como 7 esa42. En efecto, 32%24*72: porque 5-42=30-7=210

2. Enunaempresa, 8 de cada 20 personas son mujeres. En consecuencia, 2 de cada
5 son mujeres. Esto significa que 8 es a 20 como 2 a es 5.

Propiedades de las proporciones derivadas del
libroV de los Elementos de Euclides

Las proporciones conservan algunas propiedades fundamentales. A continuacion, se
mencionan algunas de ellas:

Propiedad 1. Si { =, entonces Z b_c Z d
Ejemplo
Puesto que % = %, entonces > Jg 8_9 ;424. Luego, % = % Enefecto, 11 -24=8 - 33.
Propiedad 2. Si { =7, entonces GTH) = %
Ejemplo
Como % = %, entonces 6%7 = 1817221 Esto significa que % = % Al verificar, te-
nemos que 13 - 18 =39 - 6 =234.
c atb _ctd

Propiedad 3. Si § =7, entonces ath _ctd

Ejemplos

Dado que %=%, tenemos que gtg = %gigg De esta manera, —%:—%. Al

comprobar los resultados obtenidos, =8 - 12 =2 - (—48) = —96.

Una empresa se encarga de la elaboracion de tornillos para uso general y tornillos de
alta resistencia. Se sabe que la venta para el publico en general de ambas clases de
tornillo es de 7 a 2. Si se vende una muestra de 900 tornillos, ;Cuantos de ellos son
de uso general?

Dado que la razon de entre la cantidad de tornillos para uso general y el total de torni-
llos es %, se tiene que % es la cantidad de tornillos de uso general.

95 | https://doi.org/10.26620/uniminuto/978-958-763-619-2


https://doi.org/10.26620/uniminuto/978-958-763-619-2

CAPITULO 2.

EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS
IRRACIONALES

La aproximacion a la evolucion historica del concepto de niimero irracional se pre-
senta indicando los aportes de matematicos y civilizaciones que impulsaron el estudio
de este concepto tanto en la Edad Antigua como en la Edad Contemporanea. Espe-
cificamente, se aborda desde la aparicion intuitiva del nimero irracional mediante el
estudio entre segmentos inconmensurables (Grecia antigua) hasta su reconocimiento
como numero en el siglo XIX en virtud de la aritmetizacion del analisis (Edad Con-
temporanea).

Desde la Antigiiedad, como se describi6 en el capitulo 1, las nociones de numero y
magnitud estuvieron intimamente ligadas. Muestra de ello es la oposiciéon que hubo,
durante mucho tiempo a dar cabida dentro de la matematica a los nimeros negativos,
pues estos no satisfacian todas las reglas de las operaciones con magnitudes.

A finales de siglo V a. C., en la antigua Grecia, se descubri6 que no existen dos mag-
nitudes m y n cuya razon sea igual a la relacion entre el lado de un cuadrado y su dia-
gonal. Recordemos que los griegos Unicamente trabajaban con magnitudes medibles
mediante niimeros naturales y no lograron expresar numéricamente esta relacion. A
continuacion, se describe como este hecho inicia la concepcion de otra clase de nime-
ros, distintos a los racionales.

Didlogo de Menon

«¢Podras, Socrates, decirme si la virtud puede ensefiarse; o si no pudiendo ensefarse,
se adquiere solo con la practica; o en fin, si no dependiendo de la practica, ni de la
enseflanza, se encuentra en el hombre naturalmente o de cualquiera otra manera?»
[24, p. 283].
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En este didlogo, Socrates le plantea a Menodn a través de uno de sus esclavos, quien a
proposito no tiene ninglin tipo de educacion previamente recibida, la pregunta: dado
un cuadrado de lado 2, ; Como es posible construir un cuadrado cuya area sea el doble
del cuadrado dado?

Es decir, dado un cuadrado de lado 2, cuya area es 4, ;como se puede construir un
cuadrado de area 8?, ;cudl es la longitud de su lado?

Mediante preguntas, Socrates pretende que el esclavo llegue a la solucion de la pre-
gunta, aludiendo al hecho de que es posible recordar lo que ya se sabia. Este método
para recordar esos conocimientos se conoce como mayéutica, segun la cual, un indi-
viduo extrae los conocimientos en otro de forma similar a como lo haria una partera,
donde lo que se logra obtener es el conocimiento verdadero.

La idea de Socrates es considerar un cuadrado de lado 2, como se muestra en la figura
2.1.

2

2

Figura 2.1. Cuadrado de lado 2.

Se pretende construir un cuadrado que tenga el doble del area que el cuadrado re-
presentado en la figura xx. Si colocamos un cuadrado adyacente a uno de los lados
del cuadrado dado, se obtiene una figura geométrica que tiene precisamente un area
que duplica a la del cuadrado de lado 2 (figura 2.2). Sin embargo, esto representa un
problema, puesto que la figura que se obtiene es un rectangulo y no un cuadrado como
inicialmente se pretendia.

2 2

2 2

Figura 2.2. Cuadrado adyacente a uno de los lados del cuadrado dado.
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Al construir cuatro cuadrados como el primero, disponiéndolos de tal modo que se
genere otro cuadrado de mayor area, se obtiene un cuadrado de area 16, y si bien no
satisface las condiciones iniciales, tiene un area que es el doble de la que se requiere
(figura 2.3).

2 2

2 2
2 2

2 2
2 2

Figura 2.3. Construccion de cuatro cuadrados adyacentes entre si de lado 2.

Se procede del siguiente modo: si se quiere construir un cuadrado que tenga la mitad
del nuevo cuadrado de area 16, basta con trazar las diagonales necesarias dentro de
cada uno de los cuatro cuadrados inicialmente construidos de area 4, de tal manera
que, al unirlas, se genere otro cuadrado, como se muestra en la figura 2.4.

2 2

2 2
2 2

2 2
2 2

Figura 2.4. Construccion de un cuadrado del doble del drea de un cuadrado dado.
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Notese el cuadrado que se ha coloreado en negro y amarillo en la figura 2.5. Si se
toma el triangulo de color amarillo y se procede de manera similar en los otros tres
cuadrados, se forma un cuadrado que tiene exactamente la mitad del area resultante de
la suma de todos los cuatro cuadrados y, en consecuencia, se ha formado un cuadrado
que tiene area 8, como se requeria.

2 2

2 2
2 2

2 2
2 2

Figura 2.5. Representacion de un cuarto de cuadrado del doble del drea de un cuadrado dado.

Si bien el problema fue resuelto, esconde tras de si una inquietante pregunta que
generod una crisis entre los matematicos de la antigua Grecia frente a sus creencias y
filosofia de la matematica que habian construido con fervor y complacencia: ;Cual es
la longitud del lado de dicho cuadrado?

La creencia de que los nlimeros podian medirlo todo era una simple ilusion, puesto
que el lado del cuadrado generado no es conmensurable con otro segmento, la diago-
nal cuya longitud es 2. Esto significa que no hay un submultiplo de la diagonal y el
lado que pueda tomarse como unidad para medir ambos segmentos. Quedaba enton-
ces eliminada de la geometria la posibilidad de medir siempre con exactitud. Se habia
descubierto lo inconmensurable, aquello que causaria una crisis sin precedente en la
historia de las matematicas.

La imposibilidad de calcular de forma aritmética exacta la diagonal del cuadrado en
funcion del lado no fue el tnico problema que se present6 en la antigua Grecia. Poco
a poco surgieron otras situaciones asociadas a la inconmensurabilidad, como la rela-
cion entre el lado y la altura en un tridngulo equilatero o entre la circunferencia y su
diametro. Esta ultima relacion es conocida como pi (7).
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El teorema de Pitagoras

Uno de los aportes mas importantes en la historia de la matematica esta dado por el
teorema de Pitdgoras: «El cuadrado construido sobre la hipotenusa en un triangulo
rectangulo, es igual a la suma de los cuadrados construidos sobre los lados que rodean
al angulo recto». Si bien no ha sido posible identificar al creador del famoso teorema,
se le atribuyen a Pitagoras la concepcion general del enunciado y los primeros inten-
tos por demostrar la proposicion general.

cateto 2 hipotenusa

=

cateto 1

Figura 2.6. Triangulo rectangulo y sus partes.

Considérese un tridngulo rectangulo (véase la figura 2.6), cuyos catetos son 6 y 8.
Podemos calcular la longitud de la hipotenusa mediante el teorema de Pitagoras, de
la siguiente forma:

Sea h la longitud de la hipotenusa y a y b los catetos correspondientes. Se cumple que:
h*=a*+ b

Luego, al sustituir los valores en la expresion anterior, obtenemos que

h2:62+82
h* =36+ 64
h*=100

En consecuencia, se puede afirmar que 2 = 100 .

Notese que no se ha usado aqui ningiin simbolo para calcular el valor de 4. No fue
hasta el afio 1525 cuando el matematico Christoph Rudolff representd a las raices
cuadradas mediante el V.

Por tanto, si 42, entonces V100 = 10.
Puesto que h es un niimero natural, a la terna (6, 8, 10) se le llama terna pitagorica.

En la India, aproximadamente en la misma época de Pitagoras, se mencionaron cuatro
ternas pitagoricas irreducibles, esto es, que no se obtienen mediante proporciones
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entre sus términos: (3, 4, 5), (5, 12, 13), (8, 15, 17) y (12, 35, 37). Cualquiera que
haya sido el conocimiento de la relacion pitagorica que se tuviera en la India, es segu-
ro que no fue desde alli de donde pasé a Grecia, sino desde Egipto. En Babilonia, se
encontraron ternas conservadas en tablas. La terna (3, 4, 5) fue muy usada en Egipto
y por eso se con el nombre de tridngulo egipcio a aquel tridngulo que cumple con esta
condicion.

No se considera que los pitagoricos hubieran hecho algun tipo de demostracion del
teorema de Pitagoras [5]. ;Cuantos triangulos rectangulos hay? En la escuela se co-
nocia el enunciado atribuido a Tales, segun el cual todo tridngulo inscrito a una semi-
circunferencia es rectangulo. Deberian existir, por tanto, muchos mas tridngulos que
los de las listas conocidas.

En efecto, se pueden obtener ternas pitagdricas irreducibles a partir de las siguientes
expresiones:

1. Sean a, by clas longitudes de un triangulo rectangulo, con a < b < c. Entonces:

a=mn,
_ (1)
b="9
~_(n*+1)
C—T.

Donde n es un nimero natural impar distinto de 1.

Sin = 3, se tiene que

a=3
_(3=1) _
b= D) =4
_(3-1) _
Cc— 9 =5
Sin =5, entonces

a=>5
_(5°—-1) _

b—T— 12

(5°+1)

c="—"5 =13

2. Formulas platonicas. Sean a, by c las longitudes de un triangulo rectangulo, con
a<b<ctalesque,a=n*—m% b=2mn yc=n>+m? conm<n.

Param =1y n=2, se obtiene que

a=2>-1>=3
b=2x1%2=4
c=2*+1*=5
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El nUmero irracional

Dos magnitudes son conmensurables si tienen una medida comun. Esto significa que
existe una unidad que se puede expresar mediante un numero racional que divide a
ambas magnitudes un numero exacto de veces.

Por otra parte, dos magnitudes son inconmensurables si no existe tal unidad finita.
Esto implica que, en el proceso de hallar una maxima medida comun, resulta que
ningun resto mide al resto que le precede, es decir, el proceso se vuelve interminable
porque nunca se llegara a un residuo nulo. Por consiguiente, un numero irracional no
se puede escribir como el cociente de dos numeros enteros.

Como se afirmo6 en el capitulo anterior, los nimeros % =0,5 0% = 0,16 0 son niimeros
racionales, puesto que son el resultado de dividir dos numeros enteros, y su expresion
decimal es finita o infinita periddica.

En cambio, un niimero irracional no es el cociente de dos niimeros enteros y, por tanto,
su desarrollo decimal no puede ser finito ni infinito periodico: 1,12122122212222...

Hipaso de Metaponto (siglo VI a. C.) fue un matematico de la escuela pitagorica,
reconocido por sus aportes al descubrimiento de las magnitudes inconmensurables,
los ntimeros irracionales y el pentagono referido al dodecaedro [25]. Sin embargo, se
atribuye a Teodoro de Cirene (465 a. C. - 398 a. C.) la demostracion de la irraciona-
lidad de y . Es extraiio, y significativo, que no se le haya atribuido el descubrimiento
de la irracionalidad de .

En efecto, este descubrimiento fue atribuido a los primeros pitagéricos, para quienes
fue una sorpresa tropezarse con este nuevo nimero. Hipaso hizo publica su construc-
cion sobre la inscripcion de un dodecaedro en una esfera, asi como el descubrimiento
de las cantidades irracionales, probablemente de \/ 20 \/ 5. El descubrimiento se hizo
geométricamente, cuando se advirtio que la diagonal de un cuadrado de lado 1 no
podia ser medido en términos del lado o de cualquiera de las partes iguales en que ese
lado podia subdividirse, por pequefias que fueran. La irracionalidad de \/ 2 se probd
por medio de una reductio ad absurdum que se presenta a continuacion [5].
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Supuestos

1. Considérese el cuadrado ABCD, de lado 1 que se muestra en la figura 2.7.

A B

D C

Figura 2.7. Diagonal de un cuadrado de lado 1.

2. AC es una diagonal y AB uno de los lados del cuadrado.
3. ACy AB son conmensurables y, por tanto, % =/2.

4. ACy AB son primos entre si, es decir, el maximo comun divisor de ambos es 1.

Por tanto,
a. % =/2.
b. (%) =(/2), elevando al cuadrado en ambos lados de la igualdad.
ACT 9
c. AB .
d. AC? y 2AB2.

e. Entonces, 2AB? es par y, en consecuencia, AC? también lo es. De modo que AC
es par y, por ende, AC = 2n.

f. AB es impar, puesto que AB y AC son primos relativos.

g. AC*= (2n)*=4n*=2AB?*(d)

h. 2n*= AB?(g)

i. 2n? es pary, por tanto, AB? también lo es

j- ABes par (i)

k. AB es impar (f) e impar (i), lo cual es una contradiccion.
La conclusién es que /2 es inconmensurable con la unidad. Por tanto, es irracional
en el sentido de que no es racional, puesto que no se puede expresar como una razon.

Los expertos atin no han logrado situar la fecha del descubrimiento que anonad¢ a los
pitagoricos al contradecir su principio fundamental: «todas las cosas son numeros».
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Si bien es posible que el primer niimero irracional haya sido descubierto por Hipaso,
esto no puede demostrarse. La historia deja en evidencia que se atribuye a Hipaso el
conocimiento asociado al dodecaedro, poliedro regular cuyas doce caras son pentago-
nos regulares. Por otra parte, entre los pitagéricos fue bastante comtin el interés por el
estudio del pentagono, cuyo simbolo era un pentagrama, esto es, un pentagono regular
cuyos lados se prolongan hasta sus puntos de interseccion. El interés de Hipaso por los
pentagonos y pentagramas pudo haberlo conducido a la nocién de inconmensurabili-
dad. Sin embargo, Hipaso ignoro el hecho de que al considerar todas las diagonales
en un pentdgono regular, estas componen un pentagrama encerrando otro pentagono
regular mas pequeilo (figura 2.8) [25].

Figura 2.8. Pentagrama.
(Tomado de G. Garcia Murillo [25, p. 86]).

Este proceso podria continuar de manera indefinida. Hipaso pudo haber continuado
con su trabajo, pero hubiese sido poco probable calcular otras muchas mas magnitu-
des inconmensurables en aquella época, dada la complejidad del disefio.
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Sucesiones que convergen a raiz de
2 por los pitagoricos

A continuacion, se revisan algunos de los algoritmos que utilizaron los pitagdricos
para comprender el significado de \/ 2 [5].

B A

O
Figura 2.9. Construccion de un cuadrado sobre la diagonal de un cuadrado dado, parte 1.
a. Como se observa en la figura 2.9, ABCD es un cuadrado.
b. AC es una diagonal de ABCD.
c. Fesun punto de AC, tal que AF = AC.
d. E es un punto de BC, tal que EF es perpendicular a AC en F.

e. Se traza entonces AE (figura 2.10).
B A

O

Figura 2.10. Construccion de un cuadrado sobre la diagonal de un cuadrado dado, parte 2.
f. En el tridngulo AFE, se tiene que AE? = AF? + EF?
g. En el tridngulo ABE, se cumple que AE? = AB? + BE?
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h. Puesto que AF = AB, se tiene que EF? = BE?
i. £ECF=45°(b)
j. 2CEF=45°(d, 1)
k. 2 ECF = «£CEF (i, j)
1. EC es una diagonal en el cuadrado CFEG
m. CF = EF = BE
Si D es la diagonal AC y [ es el lado AB, se tiene que

CF=AC - AF
n. CF=AC-AF=D-1/

0. CE=BC-BE=BC-CF=BC-(AC-AF)=/-(D-1)=2/-D.

Por tanto, del cuadrado ABCD se ha obtenido el cuadrado CFEG. Este proceso es itera-
ble de forma infinita (en lo que Fermat llama «disminucién sin limite»), de modo que
lleva a una magnitud inconmensurable.

Los pitagoricos consideraron el proceso inverso: dados D y [, la diagonal y la longitud
de un cuadrado, respectivamente, entonces:

D? =P +P2=2p.
Es bien sabido que D y [ son magnitudes inconmensurables. Los pitagoricos, a partir
del cuadrado de diagonal D lado D y [, construyen un cuadrado de diagonal D + 2/ y

de lado D + [ (figura 2.11).

L D+/ K
®

D+1 (D +1)?

| J
@

Figura 2.11. Construccion de un cuadrado sobre la diagonal de un cuadrado dado, parte 3.

En el afio 490 a. C. nace Zendn de Elea. Los puntos de vista sobre su obra son muy
diversos. Generalmente prevalecio la idea de Platon, segun la cual Zenén fabrico
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argumentos contra quienes atacaban a su maestro Parménides. De manera analoga,
Aristoteles afirmé que Zendn fue el creador de la dialéctica, es decir, de lo que tiempo
después de Aristoteles recibiria el nombre de l6gica. Segiin Russell, fue Zen6n quien
explicitd las dificultades inherentes a los problemas de continuidad, lo infinitesimal y
lo infinito. A proposito del infinito, fue Zendn quien formuld la siguiente afirmacion:

Si existe multiplicidad, esta estara integrada por unidades que, o poseen magnitud o
no poseen magnitud. Si las unidades poseen magnitud cada unidad constaré de partes,
relacionadas unas con las otras y nunca podra decirse que una parte sea la ultima;
por consiguiente, estas partes seran infinitas y la multiplicidad que ellas integran
sera infinitamente grande. Si las unidades no poseen magnitud, cada unidad no altera
aquello a lo cual se agrega o de lo cual se quita; entonces no posee realidad alguna y
la multiplicad integrada por estas partes serd infinitamente pequefia. [5]

La aporia de la multiplicidad consiste en que ella sera tanto infinitamente grande
como infinitamente pequefia. En conclusion, la divisibilidad infinita implica un pro-
ceso infinitamente grande.

Las aporias de Zendn en relacion con el movimiento tienen una relacion directa con el
continuo. Aristételes da cuatro de los argumentos de Zendn: la dicotomia, el Aquiles,
la flecha y el estadio.

En lo que respecta a la dicotomia, Zendn afirma que, si existe el movimiento, es ne-
cesario que aquello que se mueva recorra infinitas magnitudes en un tiempo limitado.
Como esto es imposible, el movimiento no existe. Zenén demuestra esta hipotesis
a partir de la distancia que se debe recorrer. Como toda distancia es divisible hasta
el infinito, es necesario que el objeto que se mueve alcance primero la mitad de la
distancia que debe recorrer y luego el resto. Pero antes de recorrer la mitad que le
falta, debe recorrer la mitad de esta. Si estas mitades son infinitas, porque es posible
hallar la mitad de toda mitad obtenida, es imposible recorrer infinitas magnitudes en
un tiempo limitado. Es posible establecer una relacion matematica que describa esta
situacion. Esto es,

1,11 1 _
Ftytgtotg=1

Zenon afirma que esta suma nunca sera 1. En efecto, nunca lo sera, aunque la serie
N 1 . .
> o= 04t es ciertamente convergente (criterio de D’ Alembert).

n=0

En lo que respecta a la aporia de Aquiles y la tortuga, si el movimiento no existe, lo
mas lento nunca sera alcanzado por lo mas rapido. Pero como esto es imposible, el
movimiento no existe. Al argumento se le llama Aquiles porque, precisamente, Aqui-
les no puede dar alcance a una tortuga que persigue, pues es necesario que el perse-
guidor, antes de atravesar la meta, llegue primero al lugar del cual parti6 el que huye.
Pero cuando el perseguidor llegue a ese punto, el perseguido habra avanzado una
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cierta distancia, aunque esta sea bastante corta con relacion a la que deberia recorrer
el perseguido, quien ha de ser mas veloz.

Por el solo hecho de suponer distancias cada vez menores que el infinito, a causa de
las divisiones cada vez menores al infinito, Aquiles nunca alcanzara a la tortuga. Por
tal razon, la tortuga siempre estara delante de Aquiles, y ninguno de los dos alcanzara
nunca la totalidad del recorrido. En contraste con la aporia de la dicotomia, Zen6n
admite que hay lugar a movimiento y comprueba que ni la tortuga ni Aquiles alcan-
zaran la meta.

Frente a la aporia de la flecha, Zenon afirma que en cada instante una flecha esta en
una posicion determinada. Si el tiempo considerado es lo suficientemente pequeiio, la
fecha no podria ser lanzada, por lo que estaria en reposo en ese instante. Si se consi-
deran infinitos periodos de tiempo lo suficientemente cortos, la fecha continuaria en
reposo, con lo cual Zenoén prueba que el movimiento de la fecha es imposible.

En la aporia del estadio, en la tribuna se hallan cuatro soldados en fila que permane-
cen en reposo y que representamos por AAAA. De un extremo del estadio parte una
columna de cuatro solados BBBB, en direccion a la tribuna. Del extremo contrario
parte otra columna CCCC en direccion opuesta para alinearse también con la fila de los
A. La columna de los B y los C desfilan exactamente a la misma velocidad. Hay dos
momentos que nos interesan:

Momento 1:
AAAA

BBBB

CCCC

Momento 2:
AAAA

BBBB
CCcc

Cuando la columna de los A entra en contacto con los C, vemos que los B recorren
dos A, mientras que en el mismo tiempo los C han recorrido 4 B. Por tanto, dado que
la longitud de los A, los B y los C es la misma, observamos que la velocidad de la
columna de los C es el doble de la de los B, cuando habiamos dicho que en realidad
era la misma.

Una vez concluida nuestra revision por la historia del nimero irracional en la antigua
Grecia, a continuacion, veremos coOmo en la obra de varios matematicos de la escuela
alemana se promueve la separacion definitiva de los conceptos de numero y de mag-
nitud. Los matematicos en cuestion son Leopold Kronecker (1823-1891), Richard
Dedekind (1831-1916) y Georg Cantor (1845-1918).
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La aritmetizacion del analisis

Durante la primera mitad del siglo XIX se desarrollé un importante movimiento en
busqueda de un mayor rigor en la matematica en general [26]. Claros representantes
de este movimiento fueron Augustin Louis Cauchy (1729-1857), Bernard Bolzano
(1781-1848) y Niels Henrik Abel (1802-1829), por solo citar tres. Los conceptos ba-
sicos de las matematicas fueron puestos en tela de juicio y aparecieron definiciones
rigurosas de funcion continua, derivada en un punto y limite (este Gltimo se convirtid
en el mas basico de los tres y sirvié como fundamento del célculo diferencial, que no
se estudiara en este texto). Poco a poco surgieron nuevos problemas y, con ellos, nue-
vos conceptos —como los de continuidad y convergencia— no se hicieron esperar.
Pero los problemas no solo se originaron en las ramas superiores de la matematica;
también en sus raices se encontraron cuestiones significativas que merecian revision.
Entre estos interrogantes esenciales, en procura de una presentacion rigurosa del con-
cepto de limite, apareci6 la necesidad de precisar el concepto numero real. Asi, a partir
de la segunda mitad del siglo XIX comenzaron a plantearse distintas aproximaciones
a la conceptualizacion de los numeros reales.

Los nUmeros irracionales y Richard Dedekind

Richard Dedekind (1831-1916) naci6 en un pequeilo pueblo del centro de Alemania:
Braunschweig, el mismo lugar que vio nacer a Carl Friedrich Gauss (1777-1855), uno
de los matematicos mas importantes de la historia. Dedekind sigui6 los pasos de su pre-
decesor y estudid en la Universidad de Gottingen, y alli termind su doctorado en 1852,
bajo la supervision de Gauss. Dos afios después de obtener su doctorado, Dedekind
presentd su tesis para poder ensefiar en la universidad, titulada Uber die Einfiihrung
neuer Funktionen in der Mathematik (Sobre la introduccion de nuevas funciones en
la matematica). Desde muy temprana edad, Dedekind mostrd particular interés por las
operaciones, por encima de los elementos mismos [27]. Esta preocupacion lo llevaria a
la vision abstracta de la matematica que logré en su madurez. El objetivo principal de
Dedekind en esta pequeia tesis era proporcionar un método general para deducir la for-
ma en que se deben extender las operaciones aritméticas de un dominio numérico mas
restringido a uno mas general. Asi lo describi6 el propio Dedekind.

Desde el punto de vista matematico e historico, lo mas interesante es el analisis que
hace del origen de las diferentes operaciones aritméticas. Dedekind que la mas simple
de ellas es la de encontrar el sucesor de cierto nimero y que esta, repetida varias ve-
ces, da lugar a la suma. Luego, la repeticion de la suma origina la multiplicacion que,
a su vez, da origen a la potenciacion. Otro detalle importante sobre las concepciones
matematicas de Dedekind es su nocion de nimero, como ente creado por la mente hu-
mana. A este respecto, €l plantea que los niimeros naturales permiten la realizacion de
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las operaciones de suma y de multiplicacion sin problema alguno, pero que no sucede
lo mismo cuando se quieren realizar las operaciones inversas: la resta y la division.

La imposibilidad de realizar estas operaciones lleva a la creacion de nuevos niimeros
para los cuales sean validas las operaciones indirectas. En la tesis de 1854, Dedekind
considera que el origen de los nimeros irracionales es la operacion de potenciacion
con exponente racional, idea que desecha en su madurez, luego de prestarle mas aten-
cion a la fundamentacion de la aritmética de los numeros reales. Esta disertacion
de Dedekind contiene varias de las ideas sobre la fundamentacion de la matematica
que desarrolld en su madurez,: la importancia de las operaciones realizadas sobre los
elementos de cierto conjunto, por encima de los elementos en si; ademas muestra, de
forma temprana, su concepcion mas profunda sobre la filosofia de la matematica: la
existencia de los entes matematicos gracias a su creacion por parte de la mente huma-
na, en especial los niimeros.

La principal motivacion de Dedekind para llevar a cabo la construccion de los nu-
meros irracionales la encontrd ejerciendo la docencia. En 1858 tuvo que ensefiar
los rudimentos del calculo diferencial. Al preparar dicho curso se enfrent6 a que las
fundamentaciones de varios teoremas basicos del calculo se basaban en argumentos
geométricos, que no consideraba validos; era necesario lograr una demostracion pu-
ramente aritmética.

En su obra Stetigkeit und irrationale Zahlen (Continuidad y niimeros irracionales)
Dedekind parte del conocimiento del dominio de los numeros racionales y muestra
que existe una «operacion» que no puede realizarse en este dominio: la operacion de
«cortary. Notese como el problema de la continuidad en @ no se deriva de la imposi-
bilidad de realizar una operacion inversa, sino de una nueva: se tiene una operacion
que no se puede realizar y es necesario aumentar el dominio numérico, de tal forma
que sea posible dicha operacion.

Dedekind, en su memoria de 1872 plantea al respecto el siguiente postulado:

[...] Mientras que la realizacién de estas dos operaciones es siempre posible, la rea-
lizacion de las operaciones inversas ha sido en cada caso el motivo real de un nuevo
acto creativo; entonces los numeros negativos y fraccionarios son creados por la men-
te humana; y con el conjunto de los nimeros racionales se ha obtenido un instrumento

de gran perfeccion. [28, p. 159]

En esta cita se descubre como Dedekind mantiene buena parte de las ideas que ya ha-
bia planteado en 1854: del origen de los nimeros naturales hasta la construccion de Q,
permanece inalterable, pero desaparece la idea de la utilizacion de la potenciacion con
exponente no entero como origen de los niimeros irracionales. Notese también que en
la fecha de publicacion de esta monografia ya Dedekind habia dedicado varios afios al
estudio del problema de la factorizacion tinica en los enteros algebraicos (se describira
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con detalle en el siguiente capitulo) de una extension simple de @, que lo llevo a la
definicion de cuerpo, lo que, a su vez, le permiti6 valorar mejor la importancia de estas
operaciones basicas, que son caracteristicas de un cuerpo.

Dedekind ve en la necesidad de realizar nuevas operaciones la ampliacion de los do-
miniosnuméricos. En particular, a la que nos interesa, la llama «cortadura». Dedekind
demuestra que la operacion de corte es compatible con los numeros racionales; sin
embargo, Q no es cerrado para esta operacion (el resultado de operar dos niimeros
racionales no siempre es un nimero racional). En otras palabras, existen cortes no de-
finidos por ntimeros racionales. La idea de cortadura le proporciona los medios para
caracterizar la continuidad de la linea recta, a la que da validez de axioma:

Si todos los puntos de la linea recta se dividen en dos clases, tal que todo elemento
de la primera clase se encuentra a la izquierda de todo elemento de la segunda clase,
entonces existe un Gnico punto que produce esta division de todos los puntos en dos
clases, este corte de la recta en dos secciones.

En la memoria, Dedekind se sirve de las cortaduras para la construccion de los niime-
ros reales, y para demostrar que cumplen este axioma de continuidad. Se debe hacer
especial énfasis en que Dedekind no menciona en ningun momento que esté desarro-
llando una teoria para las magnitudes irracionales, sino nimeros, y tampoco menciona
la nocién de tiempo.

Relaciones de orden total y parcial

En apartados anteriores, se construyeron las clases de nimeros enteros y de nimeros
racionales, con base en los nimeros naturales. El proximo paso es la construccion
de la clase delos niimeros reales. Sin embargo, su construcciéon depende de la
nocion de orden(la relacion «ser menor que») y requiere de su revision. La cons-
truccion de las clases numéricas no es posible sin el concepto y las propiedades
del orden. Una vez que tengan los niimeros racionales ordenados, es posible entrar a
definir el nimero real [29].

DerFmNIcION 2.1. Una relacion de orden parcial es una relacion R definida en un
conjunto A, tal que R es:

1. Asimétrica. Si (a, b) ER, entonces (b, a) € Roa =b.
2. Tranmsitiva: Si (a, b) ER, y (b, c) € R entonces (a, c) € R.

DEFINICION 2.2. Una relacion de orden serial R definida en una clase A es una subcla-
se de A x A que cumple las siguientes propiedades:

1. Asimétrica. Si (a, b) ER, entonces (b, a) € Roa =b..
2. Transitiva. Si (a, b)) ERy (b, ¢), € (a, c) ER.
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3. Conexa. Para todo a, b € A, con a + b, o bien (a, b) ER, o bien (b, a) ER.

Esta segunda clase de relacion suele llamarse hoy dia relacion de orden total. Su carac-
teristica particularmente notoria es la conexidad (propiedad 3), que asegura que todos
los elementos de la clase A se encuentran en una sola cadena serial. A continuacion,
se presentan algunos ejemplos de relaciones de orden,tanto de orden total como de
orden parcial.

Sean S={1,2,3} y A4 la clase de las partes de S, o sea, la clase de todas las subclases de
S. Tenemos entonces que

A4=1{9,{1},{2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3}, {1, 2,3,}}

Sea R la relacion «estar contenido en» definida en la clase 4. Ahora bien, R es
asimétrica y transitiva puesto que, si X C Y, no necesariamente se tiene qué Y C X; y si
Xc YyYcZ entonces X C Z. Pero R no es conexa, porque si se consideran las clases
X={12} yY={1,3},esclaroqueni X C Yni Y c X, es decir, (X,Y) c Ry (}X) cR.

{13-{1,2}-{1,2,3},

{13-{1,3}-{1,2,3},

{23-{1,2}-{1,2,3},

{23-{2,3}-{1,2,3},

33-{1,3}-{1,2,3}

{3}-{2,3}-{1, 2,3}.

En la figura 2.12 se demuestra el esquema completo, donde los segmentos leidos de
izquierda a derecha indican contenencia.

Figura 2.12. Diagrama con cadenas de contenencia entre subconjuntos de
un conjunto de cardinal 3.

/ {1} Y {1,2} \

© — {2} {1,3} — {1,2,3}
\ 3) K {23} /
En resumen, la relacion R es una relacion de orden parcial que determina seis cadenas
en la clase 4.

Sean 4={1,2,3,4,6,8,12,24}, el conjunto de los divisores de 24; R € A x 4 la relacion
‘ser divisor de’. Nuevamente, se tiene una relacion asimétrica (si, no necesariamente
se tieneque ) y transitiva (si a|b y b|c, entonces ), pero no conexa en la clase A, porque,
por ejemplo, ni 2|3 ni 3|2. Se trata, por lo tanto, de una relacion de orden parcial. Las
cadenas que determina en A son las que se muestran en la figura 2.13.
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1 2 4 8
3 6 12 24

Figura 2.13. Cadenas sobre los divisores de 24.

Si la relacion de orden R definida en un determinado conjunto A es conexa, es claro
que se establece una sola cadena serial porque, dados dos elementos diferentes cua-
lesquiera , tenemos que (a,b) € R, o bien (b,a) € R; luego a y b necesariamente estan
en la misma cadena. Ahora bien, si dos elementos cualesquiera estan necesariamente
en la misma cadena, no puede haber mas de una cadena.

Témese, como ejemplo, el conjunto B = {0, 1, 2, ...} y R la relacion “<”. Es claro
que esta relacion es asimétrica, transitiva y conexa, y por lo tanto es una relacion de
orden total.

Se establece una sola cadena serial:
0<1<2<3<4<--

Relaciones corden parcial como las de orden total, «transfieren» la relacién a lo largo
de la cadena.

Cuando se escribe @ {1} c {1,2} c {1,2,3} 0 \2\3\4\8\24, @ no solo esta contenido en
la proxima clase, en la cadena {1}, sino también en todas las clases de ahi en adelante.
Igualmente, 2 no solo es un divisor de 4, sino de todos los nimerosque le siguen en
la cadena.

El hecho de que la relacion “<” sea de orden total en los nimeros naturales y que de-
termine una sola cadena serial es, precisamente, la justificacion de esta representacion
de dichos niimeros sobre una recta.

Orden en los nUmeros racionales

Si %y% son numeros racionales, se dice que % < % sips <rq.

Ejemplo

% < %, puesto que 2 112 <5 - 7, luego, 24 < 35.

—% < —1—51, dado que -9 - 5 < - 14 - 2. En consecuencia, —45 < -28.

Ahora, es posible emplear el orden definido para analizar una propiedad importante de
los niimeros racionales. La clase de los numeros racionales es densa, es decir, «entre»
dos nimeros racionales cualesquiera, siempre se puede encontrar otro niimero racio-
nal [29]. En el sentido de la palabra entre esta implicita la nocion de orden. Dados x,
y nimeros racionales cualesquiera, con x <y, siempre es posible encontrar un nimero
racional z tal que x <z <y.
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Aplicando algunas propiedades de la relacion “<”, se tienen las siguientes expresiones:
x<y,;

x +x < x +y, sumando x en ambos lados de la desigualdad,

2x < x + y sumando x + x;

z < ITW, multiplicando por el inverso de 2 en ambos lados de la desigualdad (1).
Por otra parte,

X<y,

x+y <y+y,sumando y en ambos lados de la desigualdad;

x +y < 2y,sumando y + y;

x;y, multiplicando por el inverso de 2 en ambos lados de la desigualdad (2).

De este modo, combinando (1) y (2), se tiene que z < ITW < y. Ahora bien, si x e

Yy son numeros racionales, entonces x + y es un nimero racional (basta referirnos

a nuestra definicion de la adicion de niimeros racionales). Asimismo, si x + y es un
, . T+ , . . - e,
nimero racional, entonces Ty es un numero racional (basta citar nuestra definicion

de multiplicacion de niimeros racionales).
Ejemplo

Dados los numeros racionales %y% , calcular un numero racional entre ambos.

. , . 6,2 5 , .
Six + y es un nimero racional, entonces v _ 112+ 5_5 _ 5 esunnimero racional.
De manera similar, se puede encontrar otro numero racional entre y %y%:

Este proceso se puede repetir indefinidamente y nunca terminaria. Por esta razon,
afirmamos que el conjunto de los nimeros racionales es denso.

Uno de los grandes obstaculos para un entendimiento adecuado de los sistemas nu-
méricos radica en creer que la densidad implica la continuidad. De hecho, aunque los
numeros racionales son densos, no son continuos. En contraste, los nimeros reales si
tienen la continuidad, y ella es indispensable, entre otras cosas, para la descripcion
matematica del movimiento. Por consiguiente, para propositos de las aplicaciones de
las matematicas se requiere un conjunto numérico continuo. Este sera el proximo paso
la construccion de tal conjunto.

Las cortaduras de Dedekind y los numeros reales

En el enfoque de Dedekind, se percibe el uso de conjuntos de nimeros racionales para
definir nimeros reales [28]. Empleando definicion de relacion de orden, se definen los
conjuntos A y B como sigue:
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A={x€Q:3x-5<4},

B={x€eQ:x*<2}.
Ambos conjuntos, 4 y B, estan acotados, es decir, existe un nimero racional u tal que
x <u para todo x € A, y un nimero racional v tal que x < v para todo x € B. Tanto u
como v se llaman cotas superiores de un conjunto dado; u es cota superior del conjun-
to A y v es cota superior del conjunto B. Basta poner u = 5,v = 2 para comprobar su
existencia. Ahora bien, también es claro que cada uno de los conjuntos tiene mas de
una cota superior.

Nota: No todo conjunto de nimeros racionales es acotado; por ejemplo,

D = {x € Q : x es multiplo entero de 4} no es un conjunto acotado.

DEFINICION 2.3 Dado un conjunto no vacio y acotado S de numeros racionales, un
numero s se llama la minima cota superior de S siempre que

a. s esuna cota superior de S.

b. si ¢ es cualquier cota superior de S, entonces s < ¢

Ahora bien, la minima cota superior del conjunto A es claramente el niimero racional
3, pero claramente la minima cota superior del conjunto B no puede ser racional (in-
tuitivamente, se ve que ésta ha de ser \2)

La observacién clave es que la densidad, propiedad que posee el conjunto de los
numeros racionales (entre dos numeros racionales siempre hay otro numero
racional), no implica ni es equivalente a la continuidad, y esta ultima caracteristica
es la requerida para describir espacio, tiempo y movimiento. La recta de los puntos
que corresponden a niimeros racionales contiene discontinuidades: los «huecos» o
«brechas» de Dedekind.

Dedekind define el nimero irracional Y2 como la minima cota superior del conjunto
B = {x € Q:x? <2}, puesto que para todo x € B, x < \2, y si t es cualquier otra cota
superior, entonces \2 < t. A la menor cota superior de un conjunto dado, se le llama

el supremo (sup) de B. Para este caso particular (B) = 2.

La siguiente definicion introduce a los nimeros reales. Se utilizan conjuntos de nume-
ros racionales para su propdsito.

DEerINICION 2.4. Un conjunto A © Q es una cortadura de Dedekind si satisface las
siguientes tres condiciones:

a. A+ Q.
b. Sipe Ay q <p entonces q € A

¢. No existe p € A tal que q < p para todo q € A; en otras palabras, A n o puede
tener elemento mdaximo (la menor cota superior que pertenece al conjunto)-
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Una cortadura de Dedekind es de manera intuitiva un subconjunto de niimeros racio-

nales C= {x € Q : x < a} para algan nimero racional a.

A continuacion, se presentan algunos ejemplos de conjuntos de numeros racionales
que son cortaduras y otros que no lo son.

Ejemplos
El conjunto B = {x € Q : x < 0} es una cortadura.

El conjunto C = {x € Q : x? < 3} no es una cortadura, puesto que tiene un elemento
maximo que es 3.

El conjunto B = {x € Q : x* < 2} no es una cortadura, puesto que V2 no es un nimero
racional.

En adelante, a las cortaduras de Dedekind se les llamara numeros reales. Al conjunto
de los niimeros reales, lo denotaremos por medio del simbolo R.

Axioma de completitud de los nUmeros reales

Segun el procedimiento de Dedekind, se postula que cualquier conjunto no vacio de
numeros racionales que esta acotado superiormente tiene una minima cota superior
que es un nimero real, luego los niimeros reales son numeros racionales o irraciona-
les. Los numeros reales se derivan, entonces, de un axioma acerca de la existencia de
algo. Claramente en el esquema de Dedekind hay el problema de definir algo cuya
existencia no se ha demostrado, sino postulado. Este postulado se conoce como el
axioma de completitud de los nimeros reales:

Todo subconjunto no vacio S de R acotado superiormente posee extremo superior,
esto es, existe un nimero real b € R, tal que b = ().

Propiedades de los nUmeros reales

DEFINICION 2.5. Adicion de numeros reales

Para cualesquiera cortaduras (numeros reales), se define la suma entre oy § como
+f={a+tb:a€aybeEfpf}.

DEFINICION 2.6. Multiplicacion de numeros reales

Para cualesquiera cortaduras (nlimeros reales) a y S se define el producto entre y como
o-f={a-b:ac€aybe€pf}.
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Cada suma o producto de nimeros reales es un conjunto de infinitas sumas o produc-
tos de nimeros racionales.

Sia=1lypB=2esclaroquea={xX€EQx<1}ypf={y€Q:y<2} luego,
at+tf=1+2={x+y€eQ:x+y<1+2}. Portanto, 1 +2=3.

Sia=2yf=6,esclaroque a ={x € Q:x <2} yf={y € Q:y<6}, luego,
a-B=2-6={x"yEQ:x-y<2-6}.Portanto,2 - 6=12.

En el conjunto de los nimeros reales, la adicion y el producto satisfacen las propieda-
des que se enuncian a continuacion.

Propiedad 1

1. El elemento neutro para la adicion es 0 y para la multiplicacion es 1. Esto es
at+t0=0+a=ayoa-1=1-a=1.

2. Si a es un nimero real, su inverso para la adicion es — a, luego se cumple que
at+(—a)=(a)+a=0.

. , . s, a1
3. Siaesunnumero real, su inverso para la adicion es @' = -, luego se cumple que
o-a'=a"'-a=1,excepto paraa=0.

Propiedad 2
Si a, f y § son numeros reales:
4 a+p=p+a.
5 a-p=p"a.
6. a+(f+o)=(a+p) +o.
7. a-(B-o)=(a-p)-o.
8. Sia+p=a+J,entonces f=0.
9. Sia-p=a-0,entoncesff=7.
10. Sia=p, entoncesa+d=p+9.
11. Sia=p, entoncesa =4 9.
12. a-(f+o)=a-p+a-0.

Se le conoce como propiedad distributiva de la multiplicacion respecto a la adicion.

Propiedad 3

Si a y f§ son nimeros reales:

I. a-0=0.
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2. -(-a)=oa.

3. (a)'=a.

4. —(atp)=-at(P).
5. —(a-p=-a-p=a-(p).

6. (a-p)y'=a'-p"siempre que a, f#0.
7. Sia-p=0,entoncesa=0,0pL=0.

Propiedad 4

Si a y B son niimeros reales, se dice que a < f§ si existe un niimero real positivo 6 tal
quef=oa+86.

De la propiedad 4, se deduce que 4 < 10, porque 10 =4 + 6.

La proposicion -5 < -10 es falsa, puesto que no existe ningiin niimero real positivo
O talque —10=-5+86.

Orden entre nUmeros reales

En relacion con el orden entre nimeros reales, se cumplen las condiciones:
Sean a, f y § nimeros reales, see tiene que
1. Sia<pyp<a,entonces a=p.

Sia<pfyp <9, entonces o < d.

Para todo a, f, se cumple que a < S, 0 f < a..

2

3

4. Sia<p, entoncesa+d<p+0.

5. Sia<fyd >0,entoncesa-5<p"0.
6

Sia<fyd<0,entonces o &> p-3.

Potencias de un numero real

Obsérvese la figura 2.14.
Exponente

%
43 = 64 — Potencia

\:

Base

Figura 2.14. Términos de la potenciacion.
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Al elevar un nimero real a a un exponente n, se esta calculando la potencia corres-
pondiente p.

DEFINICION 2.7. Potencias racionales positivas de un numero real
, b , . b
Sea a un nimero real y - un nimero racional. Entonces ¢ = %/a'.

Se puede observar que toda raiz n-ésima de un niimero real se puede expresar como
una potencia con un exponente racional.

Ejemplos
1
22 =2 21 :,
—8%=—3/64 =—

(3 =V =

3 3 . . 4 4
(&) =3/(-F) =*/-&E no es un nimero real, puesto que no existe ningin ni-
mero real que al ser multiplicado por si mismo un niimero par de veces, dé como

resultado una potencia negativa.

DEFINICION 2.8. Potencias racionales negativas de un numero real

Sea o un numero realy% un numero racional. Entonces %=%.
Ejemplos
gr=L1'=_1_
8 4096
(_2 c_ 1 °_ 1 _ 3125
5 _2  _ 32 32
5 3125
—577 = 1 = 1 = 1 = 1
_5§ 7\/? 75\/? 7‘/%
SNCTANE e )
1 1 28561

PRrOPOSICION 2.1. Sean a y B niimeros reales, y m y n numeros racionales, entonces:

1. o™ o"=oam".

2 o= a""

3 (a . ﬁ)m o ﬂm
a\ _ a”

4. (g) =%

5 (am)n = g"n
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A continuacion, se presentan algunos ejemplos en los que se utilizan los resultados de
la proposicion 2.1 para hacer algunos calculos.

Ejemplo
Calcular 5\/7 : 6\/7.

Por la definicién 2.4, se tiene que 7 /7 = 75y 6/7 = 7+. Por tanto, por la parte 1) de
la proposicion 2.1,
- 1

VT-ST =T 78 =785 = 73 =%/70
Ejemplo

Calcular %.

Nuevamente, por la definicion 2.4, % = 8—;

Luego, por la parte 4 de la proposicion 2.1,
1

27 2\7

]7 <§) :

Al simplificar el paréntesis (no siempre sera posible hacerlo), se obtiene que
1 1

3 - -7E -+

2 _1

8 2

Por tanto,

En ocasiones, resulta especialmente 1til escribir un numero real en forma de fraccion
cuyo denominador sea una raiz no exacta, en una fraccion tal que el denominador sea
un numero racional. A este proceso se le conoce como racionalizacién.

Para llevar a cabo esa forma de escritura, se multiplica tanto el numerador como el
denominador del nimero real por cierta potencia del denominador (en realidad multi-
plicamos por 1), de forma tal que se obtenga un niimero racional en el denominador.

Ejemplo
Racionalizar el nimero real %.

En este caso particular, tenemos que %:%. Luego, basta con multiplicar a 52 por
57 para que, al sumar los exponentes, el resultado sea una potencia entera de 5. Des-
pués, multiplicando tanto el numerador como el denominador del nimero real % por
55, se tiene que
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Ejemplo

. . , /6
Racionalizar el numero real /10"

/6 _ 6t

En forma de potencias, tenemos que V10~ 107 Luego, es necesario multiplicar tanto el
numerador como el denominador del nimero real por 10%, dado que, al adelantarnos

un poco en el proceso, resulta que %-f-% = % = 1. Entonces,

1 2 12 12 2 . 0 .
/ L2 L2 L2 2 3/ 3/ 2 3
6 62 103  62-.103 62-.10° 62-10° 6 - 10 V6 -y V6 -3/ 100
; : a 10 - 10

o=

= 2 7 = 3 = :
3 T = a+7 = 10 5
Vi 103 103 1033 103 103

Nétese que el producto /6 -3/100 no se puede simplificar, puesto que no se puede
aplicar ninguna de las propiedades enunciadas en la proposicion 2.1.

-
I
-

No todos los numeros reales en forma fraccionaria constan de un unico término en su
denominador. Por ejemplo, el nimero real ﬁ tiene por denominador a /6 + 1, el
cual no se puede simplificar, puesto que no se le puede aplicar propiedad alguna de
la proposicion 2.1. Cuando esto sucede, conviene multiplicar por otro numero real,
conocido como el conjugado del nimero real dado tal que su producto es otro nimero
real sin radical.

DEFINICION 2.9. Conjugado de un niimero real de la forma |/ a —./ B

Sea un niimero real irracional tal que El conjugado de y =./a —/f3 , escrito y, es
otro niimero real ¥ =Ja + /8.

Andlogamente, si 9 = Va+ \/ﬂ , su conjugado es 9 = Va— \/ﬁ
Notese que el producto y - y es
Y.V = Va— VB .(Va+Vp)

Al aplicar la propiedad distributiva de la multiplicacion respecto a la adicion, se tiene
que

Y. 7= a-Vp) . Va+Vp)=va. Va+Va.Vg—VB . Na— VB . Vp
Luego,
vy r=(Ga—V/B)-(Va+/B)=at at+at Br—pt at—pt gl
v r=(a—VB) (Ja+/B)=at*+at Bt—Bt at— g3

Notese que a%, B% _ B%, a,% — ()» buesto que esta diferencia no es otra cosa que la
resta del mismo numero real. Por tanto,

v r=(a—J/B) (Ja+/B)=at-pi=a—R
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De este modo, por ejemplo, el conjugado del numero real ﬁ es

5 J6-1_5/6-5_5/6-5
J6+1 Je—1 6-1 5

Para este caso particular, es posible simplificar los 5 que aparecen tanto en el numera-

dor como el denominador del numero real y, en consecuencia,

5-/6—5 5(/6—1)
. e R

Productos notables

1. (atp)y=0a>+2-a-p+ [~ Enefecto, por la propiedad 1, (a + f)*= (a + f)(a +
p), al aplicar la propiedad distributiva, resulta que (o + f)(a + f)=o*+a- B+
ca+ =0+ 2 a-p+ [ El estudiante puede utilizar este mismo recurso para
calcular otras potencias de a + £.

2. (a-p)Y=0a*-2-a-p+ p* Este nimero real se obtiene de manera similar al
anterior, aplicando propiedades de las potencias de niimeros reales.

3. - = (a+ p)(a - P). Al aplicar la propiedad distributiva de la multiplicacion
respecto a la adicion, se obtiene que (a + f)(a-pf)=a*-o-f+L o+ =0 -

4. o+ 2 no se puede expresar como el producto de dos niimeros reales (distintos
delo-1).

5. &= = (a- P2+ a- B+ 7). Requiere verificacion por parte del estudiante.

6. o+ = (a+p)a*-a-p+[%). Requiere verificacion por parte del estudiante.

7. at=p=(a- ) + o B+ a- B+ ). Requiere verificacion por parte del
estudiante.

8. o'+ B* no se puede expresar como el producto de dos ntimeros reales (distintos
delo-1).

9. Para tOdO ne N’ an_ﬁn: (a _ﬁ)(an— 1 +a n—2.ﬂ+ o n-3 .ﬁ2+ et .ﬂn—Z _;’_ﬁn—l).
Requiere verificacion por parte del estudiante, tomando algunos valores para n.

10. Para todo numero impar n € N, "+ p'=(a + f)(@" ' — 0" "2 - B+ "3 -
Sr- - —a- 72+ pro Y. Requiere verificacion por parte del estudiante, eligiendo
valores impares de n.

Los productos notables son niimeros reales. Su uso depende exclusivamente de la
situacion en la cual se requiere su uso. Por ejemplo, el conjugado del niimero real
3/4 —3/6 se puede calcular utilizando la propiedad 5 o su generalizacion expuesta
en la propiedad 9:
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Se puede deducir que en la propiedad , « es la raiz cabica de o’ - 2= (a -f) (> + a -
S+ B?)y eslaraiz ciibica de . Por tanto, el conjugado de es . De este modo,

(/4=6)((/a)y +3/4-3/6 +(3/6)) = (/4) = (3/6)".
Al escribir los productos ((3\/1)2+3\/Z3\/6+(3\/6)2) y (3\/1)3—(3\@)3

como potencias, tenemos que
(/4-2/6)((43) +4% 67 +(67)) = (47) —(67)".
Luego, aplicando las propiedades 3 y 5 de la proposicion 2.1,se obtiene
(Va—/6)(41+(4-6) +4% ) =4t -6,

Finalmente, se tienen los niimeros reales 4% (4-6)7y 47 como raices. De lo cual resulta

U WAV ) =46 =2,

Noétese que (3/4) =3/4". De manera similar, %/6) =(%/6). Por otra parte,
3\/ 4- 3\/ 6= "\/ 24. Estas conclusiones son deducibles de las propiedades de las poten-
cias de numeros reales dadas en la proposicion 2.1.

El algoritmo de la division y las fracciones continuas

En la seccion 1.3 se uso6 el algoritmo de la division para dar significado a conceptos
de la aritmética modular. En esta seccion, se aborda el mismo algoritmo, el cual, per-
mitird visualizar algunas herramientas conceptuales asociadas a la conmensurabilidad
y la inconmensurabilidad.

Medir un segmento L mediante un segmento [, es tomar a [ como unidad de medida
[5]. Pueden ocurrir las siguientes situaciones: [ cabe exactamente un niimero de veces
en Ly en tal caso, n/ = L para cierto valor de n. Puede ocurrir también que [ esté conte-
nido cierto nimero de veces en L, pero puede sobrar un residuo r. Para esta situacion,
se tiene que L = ml + r, para algin m nimero natural. Si hay conmensurabilidad, en-
tonces la medida comtn para L y [ también lo sera paraly r.

Si en la relacion anterior 7 = r,no divide exactamente a /, se cumple que [=mr, +r,.
Realizando este proceso de forma reiterada, se obtienen las siguientes relaciones:

L=ml+r,con;0< r </
L=my +r,con;0< r,<r;
L=my,+r,con;0< r<r,;
L=my, +r,con;0<r,<r;

r =mr +r,con;0<r<pr_
n n—1 n n n

n=2 1"
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Finalmente, se obtiene que

ro,=m r+ 0.

n— ntl n

Se concluye, por tanto, que existe un residuo 0, al considerar la cadena de desigual-
dades:

I>r,>r,>r,>r,>r.>r. > >0.
La medida comun buscada, es el maximo comun divisor de los nimeros L y L. De
acuerdo con lo anteriormente sefialado, este valor es 7, .

Este el procedimiento para buscar la medida comtn de dos magnitudes dadas y recibe
el nombre de algoritmo de Euclides, el cual permite representar el cociente de dos
numeros naturales mediante una fraccion continua simple finita. Veamos un ejemplo
conr, > 5.

En tal caso,
L=ml+r,
/> myr, +r,
r, > m3r2+r3,
7"2 > m4r3 + I.4’
T, > mg,.

De ahi, se obtienen las siguientes relaciones:

=~ — + == +—
LTI Ly
T
[ _ Ty _ 1
AR N
T
a T3 _ 1
r o Mt T met (ﬁ)’
T3
T Ty 1
ry = Mty St (o)
T4
s _ Ts _
,',,4_7'7'1/5'+‘,,,,4 ms.
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De estas relaciones, resulta que

1
Iljzmd- } :m1+ 1 1 =m,+ N 1
3 I P
1 <ﬁ> my+
r (%)
=m,+ 1 1 =m,+ 1 1
my+ 1 m2+ 1
Myt ms+ 7~
T4

Las fracciones continuas simples se notan mediante la expresion [m; m, m,, m,, ...,
m ] siempre que correspondan a un nimero racional.

Ejemplo

Hallar la representacion fraccionaria del niimero racional asociado a la fraccion con-
tinua simple [3; 4, 6, 2, 5].

Se tiene que el niimero racional asociado es de la forma

1
1 .

6+ 11
2+1

3+
4+

Se puede calcular el numero racional asociado iniciando las operaciones con fraccio-
nes desde la parte inferior:

3+ 11 =3+ 11 =3+——er
4+—L— 4+—Lo 4+
6+ 11 6+ E
5
a1 1 ., 71 _ 938
71 71

Ejemplo

Encontrar la fraccion continua simple asociada al nimero racional %
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Basta con observar que 72 =4 - 15 + 12. Por tanto,

4 112
x—4+15,
1
Como 15 =1 -12 + 3, entonces:
e=d+—to =g b=y 1o
1+E 1+E 1+Z
3

En consecuencia, 7% =[4;1,4]..

ProposiCION 2.2. Toda fraccion continua simple finita representa un numero racional.

Dos numeros naturales cualesquiera pueden representarse por medio de una fraccion
continua simple finita del mayor al menor de ellos. Si dos magnitudes tienen medida
racional, el algoritmo de Euclides permite encontrar la medida comtn [5]. Pero una
fraccion continua no representa siempre la razon entre dos niimeros naturales, lo cual
puede ocurrir cuando el proceso nunca termina, es decir, cuando ninguno de los resi-
duos es 0. Las magnitudes en este caso son inconmensurables y, por tanto, no tienen
medida comun.

Ejemplo de ello es la divisiéon en media y extrema razon. Es bien sabido que si a + b
es el todo, con b la parte mayor, entonces:
atb _1D

b a-
De esta expresion, se deduce que a (a + b) = b?, usando proporciones, y, por tanto,

a(a+b)=>r.

a*+ ab = b?la, aplicando la propiedad distributiva.

a*+ ab — b*= b* — b?, restando b* en ambos lados de la igualdad.
Finalmente, se obtiene que
a*—ab—b*=0.

Por la ecuacion de segundo grado, atribuida a los arabes, la solucion de la expresion
ax*+bx+c¢=0,cona, b, c € Qy b laincognita, es

—b+ /b2 —4ac

2a
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Por tanto,

Y, en tal caso,

Este numero se conoce como niimero aureo.

Se puede obtener entonces una fraccion continua simple:

Dado que GTH) = %, se tiene que b*+ ab + a*. De modo que al dividir por b en ambos
lados del igual:
b _ab+a’
b b
— g @
b =a + b .

Este proceso se repite indefinidamente, puesto que

b:a/"l_ 9
at— b 5—
a+ 4 3
a+ a 3
a+%
Como %: 1+2‘/§, tomando a = 1, se obtiene que
b=1+ L
1+ 1
1+ 1
T
1+

Expresion que corresponde al nimero aureo como fraccion continua.

Proposicion 2.3. Toda fraccion continua simple infinita representa un numero irra-
cional.

En efecto, al escribir la fraccion continua simple infinita asociada a \2, se sabe que V2
es un numero real entre 0 y 1. Por tanto, m = 1 y, en consecuencia, la fraccion continua

de /2=1+ %
Luego, restando 1 en ambos lados de la igualdad, se obtiene que

1
f2-1+.

Multiplicando por x en ambos lados de la igualdad,

x(ﬁ—l)zx-%ZI;
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y luego por el inverso de V2 — 1 en ambos lados de la igualdad, resulta que

Se concluye, por tanto, afirmando que

1
z= .
J/2-1
Puesto que el denominador del nimero real x es un nimero irracional, al multiplicar
por su conjugado, de tal modo que el denominador sea un niimero racional, se tiene que

_ 1 J2+1 241 _
TS aoraer T 2o1 VL

Como /3 = 1+%, al sustituir x por , resulta que z =2 +1

1
=1+ )
ﬁ1ﬁ+1

De tal manera, se tiene que m, = J2+1, y se sabe que /2 + 1 es un nimero entre 2 y
3. En consecuencia, /2 +1 =2 +% para algun niimero real y. Luego, se debe calcular
el numero real y. Para ello, se resta 2 en ambos lados de la igualdad, con lo cual se
obtiene la expresion

=1
J2-1= v
o1 . . _
En consecuencia, y = PESE lo cual permite concluir que y = x.
Y R
2+ —1
J2—-1
Sin embargo, se sabe que ﬁl_ T=/2+1Y, por tanto,
ﬁ=1+¥1=\/§=1+%.
2+——— 2+
1 J2-1
J2-1
Como /2+1=2 +%, este proceso continia de manera indefinida y se concluye que

J2=1+ 11
2+
2+

1

1
1

2+ ——
2+-—

Asique /2 =[1:2,2,2,2.2...].

Los pitagoricos conocian las fracciones continuas. Tuvieron la idea de conmensura-
bilidad que descubrieron por relaciones entre nimeros. Aunque la unidad deberia ser
comun para todos los numeros, no les fue posible encontrar una medida comiin para
todas las magnitudes.
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Para los pitagoricos, los nimeros eran naturales; los racionales eran relaciones entre
los verdaderos numeros. Esta casi fuera de duda que fueron los pitagéricos los pri-
meros en encontrar niimeros irracionales y, ante todo, tener consciencia de ello. No
obstante, hay indicios de que en la India se descubri6 el primer irracional, dado que

a. conocian como inexactos algunos valores encontrados por medicion directa o
por célculos basados en ellos, y

b. tenian la conviccién de que es imposible obtener siempre una expresion
aritmética exacta de un valor.

En algunas fuentes asociadas con la matematica desarrollada en la India, figura como
valor de /2 el siguiente:

1,1 1
13712108

Aunque no se tienen referencias de que se trate de un valor aproximado.

Consideraciones sobre las operaciones
con numeros reales

Si a y B son numeros reales:

1. Siay B son numeros racionales, a + 8 es un nlimero racional.

2. Siay f son nimeros racionales, a - § es un nimero racional.

3. Siay f son nimeros irracionales, @ + f§ puede ser racional o irracional.

4. Siay B son nimeros irracionales, @ - § puede ser racional o irracional.

5. Si a es un numero racional y f§ es irracional, & + 8 es irracional.

6. Siaesunnumero racional y § es irracional, a - 8 es irracional, siempre que o # 0.

Las consideraciones 1 y 2 son consecuencia de la construccion de los niimeros racio-
nales que se realiz6 en el capitulo 1.

Respecto la consideracion 3, se observa que /2 +.,/3 es un numero irracional. La
prueba se puede llevar a cabo de forma similar a la demostracion de la irracionalidad

de /2.

Sin embargo, haciendo uso de expresiones decimales, se sabe que el numero real o =
0,01001000100001000001... es irracional, pues no es infinito periodico, al igual que
el nimero real #=0,10110111011110111110...

La suma a + g, cifra por cifra, seraa + £ =0,1111111111111111111..= 0,1 =%,
que es un niimero racional.
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En lo que respecta la consideracion 4, es claro que, si a = V2 yB= V3 el ntimero real
a-f= V6 es un namero irracional (el estudiante puede reahzar la prueba para con—
firmarlo); mientras que, si 2yB= [ el nimero real -8 = f \/7 f 5
es un numero racional.

Un poco de practica eligiendo algunos nimeros tanto racionales como irracionales,
convencera al estudiante de las afirmaciones dadas.

Respecto a las consideraciones 5 y 6, el ejercicio de verificacion es un tanto mas
complejo. Se pueden eleglr niimeros tales como « =% 2y 8=/3, con a racional y 3 irra-
cional. Es claro que a+8=2 /3= L?)L esun numero irracional. Basta con probar que
2+3,/3, en efecto, lo es. Por otra par‘te, aB=% -/_ 2‘/3 es también irracional.

Notese quesia =0y = V3, entonces « .p=0- \/3,es un nimero racional.

Intervalos y entornos de numeros reales

Sean @ y 8 dos niumeros reales, tales que a < f5.

DEermNIcION 2.10. Un intervalo cerrado de extremos a'y 5, escrito [a, B], es el conjunto
de numeros reales que cumplen la siguiente condicion:

[a, fl={xeRa<x<f}

Observemos que los nimeros reales 0.5 f AT e, 2], pero los numeros
-1, —— 49,5 & [0, 2] En el intervalo cerrado [0, 2] se encuentran todos los nameros
reales menores 0 1guales a 2 pero mayores o iguales a 0. Por esta razon, tanto 0 como
2, estan en el intervalo dado.

DEeFINICION 2.11. Un intervalo abierto de extremos a y p, escrito es el conjunto de
numeros reales que cumple la siguiente condicion:

(., p)={xeRa<fx<pf}

El estudiante puede notar la diferencia entre intervalo abierto y cerrado. Basicamente,
en el abierto, sus extremos no pertenecen al conjunto; mientras que en el cerrado si.
De forma analoga, se definen a continuacion los intervalos semiabierto y semicerrado

DEeFINICION 2.12. Los intervalos semiabiertos y semicerrados de extremos a.y [ son
tales que (0, fl={x ER:a<x<p}, (o, f]l={x ER: a <x <p}.

Las definiciones 2.10, 2.11 y 2.12 corresponden a intervalos acotados inferior y supe-
riormente por a y f respectivamente. De forma natural, es posible definir intervalos
no acotados, es decir, que no tienen cotas superiores o inferiores.
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DEFINICION 2.13. Sea a un nimero real. Entonces,
(a, ©)={x € R:x>a},
[a, )= {x € R: x > a},
(—o,0)={x € R:x<a},
(—0,a]={x € R:x<a}.

El intervalo abierto (—o0, )= R.

Se puede notar que el conjunto de los nimeros reales positivos es equivalente al inter-
valo no acotado superiormente (0, ) = R*. Analogamente, el conjunto de los niime-
ros reales negativos se representa como (0, ) = R—.

Para indicar el conjunto de todos los nimeros reales x que satisfacen la desigualdad x
< —6, utilizamos el intervalo semiabierto (—oo, —6] y escribimos x € (—o0, —6].

DEFINICION 2.14. Sea un niumero real. Todo intervalo abierto (o — r, a + r) donde r
> 0 se llama entorno con centro y radio . Un entorno también suele representarse
mediante el simbolo N (a).

El entorno N, (7) es el intervalo (7 — 3,7 +3) = (4,10), luego todos los numeros reales
comprendidos entre 4 y 10 estan en el entorno dado.

Analogamente, dado un intervalo abierto, por ejemplo (—6,5), se puede escribir en
forma de entorno. El centro del intervalo a se calcula mediante la media aritmética de
ambos extremos del intervalo dado. Entonces,
_—6+5_ -1 _
a=—9 =75 = 0,5.
De este modo, el centro del entorno es 0,5 y conocidos ambos extremos del intervalo
dado al inicio, es posible determinar el radio del entorno asi:

El extremo superior del intervalo es 5. Por tanto, a + » = 5. Como a = —0,5, se tiene
que —0,5 + » =5y, en consecuencia, » = 5,5. Este mismo valor se debe calcular si se
utiliza el extremo inferior del intervalo en lugar del superior:
o—r=-0,
-0,5 —r=-6,
—r=-5,5.

Y, por tanto, » = 5,5, de modo que el entorno que se pretendia calcular es N (—0,5).
Notese que el radio siempre es positivo por tratarse de una distancia entre dos nime-
ros reales.
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